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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es evaluar la comprension de los
significados del numero racional positivo en su representacion fraccional de los
estudiantes de Educacion Matematica de la Facultad de Ciencias de la Educacion de
la Universidad Nacional del Altiplano de Puno-Perd. El trabajo tiene por finalidad
identificar aspectos del concepto de fraccion, relativo a los significados parte-todo,
medida, razon, cociente y operador. Otro objetivo de esta investigacion fue analizar
libros de texto, de ensefianza escolar, a la luz de la teoria de los registros de
representacion de R. Duval, procuramos evaluar en que medida los diversos registros
del ndmero racional son presentados en la introduccion del concepto de numero
racional, en sus diferentes significados. Deseamos investigar como son trabajadas las
transformaciones al interior de un mismo registro y las traducciones de un registro a
otro. Para eso, se busca responder la siguiente interrogante de investigacion: ;Cual es
la naturaleza de la comprension de los significados del namero racional positivo en
su representacion fraccional?

El estudio estd fundamentado en el Analisis Didactico de cuatro aspectos:
primero, aprendizaje y cognicion, segundo, ensefianza y curriculum, tercero,
fenomenologia y cuarto, epistemologia, este trabajo de investiga establece la relacion
entre la comprension, representaciones matematicas y los desenvolvimientos
cognitivos del sujeto. Tanto la elaboracion del instrumento, tanto el analisis de los
datos y la conclusion del estudio estan basados en la teoria sobre comprension de J.
Gallardo (2004), fenomenologia de H. Freudenthal, epistemologia, teoria sobre
registros de representacion de R. Duval y en la teoria antropoldgica de Y.
Chevallard.

Desde el punto de vista metodologico el estudio es descriptivo-exploratorio,
sustentado en el analisis cuantitativo y cualitativo de los datos con la elaboracion de
un instrumento compuesto de seis cuestiones que involucran el concepto de fraccién
en sus seis significados. Los estudiantes responden a las cuestiones, utilizando los
diferentes sistemas de representacion: pictoricos, lenguaje natural escrito, lenguaje
simbolico. El estudio empirico fue realizado con un grupo de sesenta estudiantes de

tercero, cuarto y quinto nivel de estudios de formacion docente. Los resultados



fueron analizados, observandose el desempefio y las estrategias utilizadas por los
alumnos, cuando resuelven las cuestiones propuestas. Algunas concepciones usadas
por los alumnos fueron identificadas como interferencias entre significados,
conforme a situaciones contextuales y el significado utilizados en las resoluciones de
situaciones probleméticas ademas, diagndstica el comportamiento operatorio del
estudiante, quienes demostraron poseer la concepcion parte todo, como central en la

resolucion de los problemas.

El andlisis de los resultados obtenidos de las repuestas de los estudiantes
apuntas diferencias entre los sistemas de representacion, en favor del sistema
simbolico numérico. Sin embargo, se observa que a pesar de la evolucién en el
desempefio de los estudiantes, estas presentan el fendmeno de la interferencia entre
significados del numero racional. También, pudimos constatar que, los libros
privilegian los registro numérico y los realizados en el registro grafico figural. Los
resultados obtenidos fueron considerados sobre los puntos de vista cuantitativo y
cualitativo, constatandose que, los alumnos aun presentan dificultades significativas
sobre tres puntos de vista: la comprension de los significados, tratamiento de los
registros de representacion y de aspectos mas abstractos de construccion de los

ndmeros racionales.



RESUMO

O objetivo desta dissertacdo € evaliar a compreensdao dos significados do
nimero racional positivo em sua representacdo fraccional dos estudantes de
educacdo matematica da Faculdade de Ciencias da Educacdo da “Universidad
Nacional del Altiplano de Puno”. O trabalho tem por finalidade identificar aspectos
do conceito de fragéo, relativos aos significados parte-todo, medida, racéo, quociente
y operador. Outro objetivo desta pesquisa foi analisar livros de texto, do ensino, a luz
da teoria dos registros de representacdo de R. Duval, procurou avaliar em que medida
os diversos registros do numero racional eram aprensentados na introducdo do
conceito do numero racional, em seus diferentes significados. Desejamos investigar
como eram trabalhados as transformagdes no interior de um mesmo registro e as
transformagfes de um registro para outro. Para isso, busca-se a reposta para a
seguinte questdo de Pesquisa: ¢Qual é a naturaleza da compreensao dos significados
do ndmero racional positivo em sua representacdo fraccional?. O estudo esta
fundamentado num Analise Did4ctico de quatro aspectos: primeiro, aprendizagem e
cognicdo, segundo, ensino e curriculum, terceiro, fenomelogia e quarto a
epistemologia, este trabalho investiga a relacdo entre a compreensdo, as
representacdos e o desenvolvimento cognitivo do sujeito. Tanto a elaboragdo do
instrumento diagndstico, quanto a analise dos dados e a conluséo do estudo estiveram
baseados na teoria da compreenséo de Gallardo, fenomenologia de Freudenthal,
epistemologia, teoria de registros de representacdo de Duval y na teoria

antropoldégica do didatico de Chevallard.
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A metodologia constou de um estudo descritivo-exploratorio, por meio da
analise quantitativa e qualitativa dos dados com a elaboracdo do instrumento
composto de seis questdes envolvendo o conceito de fragdo nos seis significados. Os
estudantes responderam as questdes, utilizando-se dos diferentes sistemas de
representacdo: pictoricas, linguagem natural escrito, linguagem simbolica. O estudo
empirico foi realizado com um grupo de sessenta estudantes de terceiro, quarto e
quinto nivel de estudo de formagdo docente. Os resultados foram analisados,
observando-se o desempenho e as estratégias utilizadas pelos alunos, quando
resolveram as questdes propostas. Algunas concepcdes usadas pelos alunos foram
identificadas como interférencias entre significados, conforme a situacdo e o
significado abordado na resolucdo de situacdes-problema e diagnostica o
comportamento operatdrio do estudante, quienes demostraram possuir a concepgao

parte-todo, como central pra resolucéo dos problemas.

Analise dos resultados obtidos das respostas do etudiantes apontou diferencas
entre os sistemas de representacdo, em favor do sistema simbolico. Embora da
analise, observou-se que apesar da evolucdo no desempenho dos estudantes, esta
presenta o fenomeno de interferéncia entre significados do numero racional. Pode-se
constatar que os livros privilegiam os registro numéricos em frente a outros como 0s
registros figuirais. Os resultados obtidos foram considerados sobre os pontos de vista
quantitativo e qualitativo, constatando-se que, 0s alunos ainda apressentam
dificuldades significativas trés aspectos: da compreensdo dos significados,
tratamentos dos registros de representacédo e de aspectos mais abstratos da construcao

dos nimeros racionais.
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CAPITULO |

EL PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1 INTRODUCCION

Esta investigacion sobre las “Interferencias en la Comprension de los
Significados del Numero Racional”, el caso de los estudiantes de formacién
pedagodgica de la Especialidad de Matematica y Computacion de la Facultad de
Ciencias de la Educacion de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno, fue
realizado dentro de Programa de Maestria Ensefianza de la Matematica de la Escuela
de Post Grado de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco en
convenio con la institucion Cooperacion Universitaria Espafiola CUES. Como
corresponde, al inicio de la investigacion, en este capitulo se exponen el origen y
racionalidad del problema de investigacion que se concreta en la formulacion de las

interrogantes, ademas de la declaracion de objetivos e hipétesis, justificacion e



importancia del estudio asi como su pertinencia y viabilidad. Como es normal en un
estudio de este nivel en el proceso se encuentran limitaciones que quedan

explicitadas en el presente capitulo.

La tesis, parte del supuesto que los planteamientos tedricos sobre temas de
comprension y representacion del conocimiento matematico y sus consecuencias
tedricas han de contribuir a la solucién de problemas de aprendizaje de la matematica

en general y, especificamente, el pensamiento numérico en la educacion basica.

1.2 ORIGEN Y RACIONALIDAD

A lo largo de las dltimas décadas, diversos estudios realizados a nivel
internacional han venido indicando el bajo nivel educativo en el pais, concretamente,
en el ambito del aprendizaje de la matematica. Asi por ejemplo, los resultados del
estudio internacional comparativo de la UNESCO sobre lenguaje y matematica y
factores asociados en tercer y cuarto grado de primaria, muestran que el Pert ocupa
el dltimo lugar en matematica, segun el informe realizado por el Laboratorio
Latinoamericano de Evaluacion de la Calidad de la Educacion (LLECE) 1998.
Igualmente, la Unidad de Medicion de la Calidad Educativa del Ministerio de
Educacién, concluye en el informe pedagdgico “Como rinden los estudiantes
peruanos en comunicacion, matematica, resultados de la Evaluacién Nacional 2001,
sexto grado de primaria” que “Muy pocos alumnos alcanzan el Nivel Suficiente,
fluctuando entre mas o menos el 5% y el 9% en cualquiera de las tres competencias,
es decir que solo una parte muy pequefia de los estudiantes presenta un rendimiento
aceptable en el area de matematica.” (p.47), ademéas la mayoria de estudiantes
presentan limitaciones para representar cantidades y operar con fracciones
(homogéneas) y expresiones decimales. Mas recientemente la Unidad de Medicion

de la Calidad Educativa en el afio 2004 en su informe concluye lo siguiente:

El 6,0% de los estudiantes de tercer grado de secundaria se ubica en el nivel
suficiente. Esto significa que solo este pequefio porcentaje muestra un desarrollo
de sus capacidades matematicas aceptable para el grado. Lo preocupante de estos

resultados radica en que el resto de estudiantes (94,0%) muestra no haber



desarrollado adecuadamente las habilidades matematicas requeridas para el grado
que estan culminando. Esto implica que un gran porcentaje de los estudiantes no
ha logrado incorporar importantes nociones matematicas ni desarrollar esenciales
habilidades necesarias para enfrentarse con éxito a diversas situaciones

problematicas tanto dentro como fuera de la escuela. (p. 219)

Estos resultados desfavorables exigen respuestas urgentemente a ciertas
interrogantes que expliquen esta deficiencia en el aprendizaje matematico con

relativa rigurosidad cientifica.

Dejando al margen, dimensiones sobre la validez real y pertinencia practica de
estos estudios comparativos, lo cierto es que estos resultados constituyen un
indicador de la necesidad de realizar esfuerzos mas intensos y sistematicos, que los
hasta ahora desplegados, destinados a mejorar la ensefianza de la matematica en el

pais.

Ante este problema, resulta imprescindible la investigacion destinada a
profundizar en la naturaleza de las dificultades de aprendizaje existentes, ademas de
caracterizar los detalles y las limitaciones en la educacion matematica. Nos referimos
a una via de actuacién (un enfoque, una nueva perspectiva) fundada en la conviccion
de que conocer los resultados negativos no son suficientes por si mismos para, a
partir de ellos, establecer lineas de accion y realizar las reformas necesarias. Por
cierto, es necesario posicionar y caracterizar con detalle los distintos problemas de
aprendizaje de la matematica pues la complejidad del conocimiento matematico y su

ensefianza asi lo exigen.

En este sentido la presente investigacion constituye un aporte para entender las
razones del deficiente aprendizaje de las fracciones. Apoyado en un marco tedrico
sobre la comprension, sistemas semidticos de representacion y un marco
metodologico sustentado en el analisis didactico se realiz6 el estudio de las
interferencias en la comprension de los significados del namero racional en su

representacion fraccional.



1.3 DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La ensefianza aprendizaje de la matematica fue una preocupacién permanente
durante el siglo XX, un notable estudioso de la educacion peruana, José Antonio
Encinas, objetaba la ensefianza libresca y carente de principios didacticos. Encinas

(1928) en su obra ““Un Ensayo de Escuela Nueva en el Per(” critico la:

...clasica y artificial division de las operaciones de calculo en enteros,
quebrados y decimales; las tablas de sumar, restar, multiplicar y dividir; las
definiciones redactadas en forma ininteligible, los ejemplos expuestos con
ambiguedad, todas con una macabra procesion de numeros que los nifios

debian retener en la cabeza. (p.116).

El pedagogo en mencidn planted la ensefianza de la matematica “mediante
problemas escogidos en relacion a su capacidad y a sus necesidades, calculando con
todas las operaciones” (p. 116), por ejemplo, proponia que la ensefianza de las
fracciones parte de los conocimientos que el nifio tiene como producto de su
experiencia en la vida diaria, cuando habitualmente usa fracciones de la unidad.
Recomendod que, si se tenia que ensefiar a sumar no se debe proceder en forma
abstracta y aislada de la realidad cotidiana del nifio, sino, en la resolucion de
problemas, graduados convenientemente, buscando que el nifio discipline su
inteligencia haciendo que la ensefianza de la matematica sea mas (til, amena, y sobre

todo, comprensiva (Encinas, 1928).

Como constatamos, la preocupacién por la educacion matematica en general y
especificamente la ensefianza aprendizaje de las fracciones, fue y sigue siendo una
constante. La manera de abordar la ensefianza de las fracciones tiene deficiencias
conceptuales y metodoldgicas, esto quedd evidente en la revision de los textos
escolares de matematica. El manejo casi exclusivo del concepto “parte-todo” de las
fracciones, se traduce en un deficiente aprendizaje comprensivo de los ndmeros
racionales positivos. En la resolucion y planteo de problemas predomina casi
exclusivamente las representaciones simbdlicas, descuidando otras representaciones

del nimero racional.



La organizacion de la ensefianza de los numeros racionales, basado casi
exclusivamente, en el significado parte-todo y el olvido negligente de la ensefianza
de los demas significados como: medida, razon, cociente y operador, trajo como
consecuencia resultados insuficientes en la comprension de la nocion de numero
racional. Este aprendizaje deficiente se traduce en las dificultades que tiene el
estudiante al momento de utilizar este conocimiento en el aprendizaje de otros
contenidos que tienen relacion con él. Se ha observado, en la labor docente, que en el
aprendizaje de las proporciones, razones, fracciones parciales, fracciones algebraicas,
funciones trigonométricas, probabilidad, funciones exponenciales y otras los
alumnos tienen dificultades, porque carecen de un solido aprendizaje comprensivo de
los nimeros racionales como par ordenado. Si no se atienden estos problemas de
aprendizaje, es altamente probable que el alumno los sopesard durante sus estudios

superiores.

Algo que nos sorprende es encontrar personas adultas que olvidan con frecuencia
el algoritmo de la suma de fracciones heterogéneas, 0 no pueden explicar por qué
razén tienen que calcular el minimo comun multiplo para sumar. Nos atrevemos a
afirmar que esta dificultad se debe a que el aprendizaje de los algoritmos
matematicos se basan en la repeticion y memorizacién mecanica. Razon por la que
no han sido asimilados de forma racional. Estas deficiencias quizas se deban a un
aprendizaje mecanico (rote learning), donde se ejerce la memoria sin preocuparse
por comprender el significado de los procesos algoritmicos, ni desarrollar una

comprension adecuada del concepto de fraccion.

Es probable que estas personas no hayan tenido la necesidad de utilizar las
fracciones en mucho tiempo o tengan oportunidades escasas de manipular fracciones
de cierta complejidad, limitando sus necesidades cotidianas a utilizar situaciones del
tipo: medio litro de leche, varillas de fierro de 3/8, 1/8 de galdn de pintura, ¥ de
pollo, diez céntimos de Nuevo Sol. Como sea, las fracciones estan presente en la vida
diaria y son necesarias para ejercer su ciudadania plenamente; asi en el Informe
Cockcroft Las matematicas si cuentan, recomiendan Cockcroft et al. (1985) que: “Los
alumnos deben ser capaces de realizar céalculos que incluyan la palabra “de”, tales

como 1/3 de 4,50 libras: Sumar y restar fracciones con denominadores 2, 4, 8 6 16 en



el contexto de la medida” (p.167). De alli surge la necesidad de comprender la
naturaleza de los numeros racionales positivos, el como se la conceptda y cuéles son

sus significados.

En el informe pedagogico de los resultados de la Evaluacion Nacional del
Rendimiento Estudiantil 2004 (ENRE 2004) del tercero y quinto grados de educacion
secundaria, elaborado por la Unidad de Medicién de la Calidad, en una muestra de
640 instituciones educativas de educacion secundaria de todas las regiones del Perd,
donde se evaluaron alrededor de 14 500 estudiantes en cada grado. Se encontro que
el 74.1% de los estudiantes de tercer grado no han incorporado el manejo de las
propiedades y operaciones aritméticas en los diversos conjuntos numéricos (N, Z, Q,
R).

El informe en referencia (ENRE 2004) “ha encontrado que los estudiantes de
quinto grado presentaron dificultades en el manejo de las nociones de nimero en el
conjunto de los racionales” (p. 179) lo que evidencia que tienen dificultades en la
comprension de los nimeros racionales y sus operaciones aritméticas basicas; asi
mismo, en la interpretacion y recodificacion en sus diversas representaciones
(decimal, fraccionaria, simbdlica, porcentual, grafica, etc.), no tienen incorporadas
las nociones de nimero (entero, racional, real) y no realizan conexiones entre estos

conjuntos numeéricos.

Una de las posibles causas que explican el problema que sugiere el informe es
que los estudiantes no comprenden el concepto de nimero, sus representaciones y
propiedades, ademas de los algoritmos de las operaciones aritméticas basicas de los

diferentes conjuntos numéricos (N, Z, Q y R).

La explicacién a las deficiencias anteriores, que proponen los especialistas, es la
falta de significatividad para los estudiantes de las actividades matematicas, la
compartimentalizacion del conocimiento matematico y la baja demanda cognitiva de
las actividades propuestas. Asi, los nimeros racionales positivos, en su
representacion fraccional, son estudiados como un tema desconectado de los demas
sistemas numéricos, sin relacionarlos con otros topicos de la matematica escolar;

ademas, los problemas de los numeros racionales son presentados aislados de su



fenomenologia, divorciados de las situaciones problematicas de la vida real. Por otra
parte, la resolucion de problemas se organizan en estrategias de memorizacion,

mimética, de ejemplificacion de «problemas tipo» del profesor.

Consideramos que las sugerencias propuestas por el ENRE 2004, pueden servir
al docente para reflexionar sobre su practica y buscar mejores estrategias para
promover aprendizaje comprensivo. Su propuesta se centra en que se debe trabajar
con los ndmeros racionales positivos, estudiar sus propiedades de equivalencia,
orden y densidad en sus diferentes representaciones simbolicas y graficas; asi
también, la representacion fraccional se debe interpretar en sus diferentes
significados como: fraccion en si (parte-todo), como cociente entre dos nimeros,

como razén y como operador.

En conclusion, se encontrd que las evaluaciones nacionales e internacionales
demuestran las limitaciones de la ensefianza y aprendizaje de la matemaética en
general, especificamente de los ndmeros racionales, esto justifica a plenitud la

necesidad de abordar la problematica que se formula en el siguiente bloque.
1.4 FORMULACION DEL PROBLEMA

La ensefianza y aprendizaje del nimero racional positivo, en su representacion
fraccional, en el nivel de educacion secundaria, se caracteriza por su marcado énfasis
en el calculo y resolucion de ejercicios de aplicacion de algoritmos explicados, por el
profesor, donde el alumno imita la demostracion previa del docente, utilizando casi

exclusivamente el significado parte-todo en su representacion simbolica-numeérica,

2 x 5 + 3 x 4 ), El enfoque tradicional de la ensefianza
3 x5

por ejemplo: (2., 4
3 5

del numero racional, se traduce en la utilizacion exclusiva de la representacion
simbdlica numérica, al momento de abordar su ensefianza en el nivel secundario.
Este enfoque es un problema latente del trabajo en el aula, por lo que se hace urgente
la necesidad de estudiar otros sistemas de representacion, como las graficas en la
recta numérica, el sistema de ejes coordenados o representaciones pictoricas y
evaluar sus implicancias en la comprension de los significados de las fracciones

como medida, razén, cociente y operador, asi como, las interferencias entre las



diferentes interpretaciones o, concretamente, la interferencia del significado parte-

todo en las demas acepciones. Este fendmeno es el nlcleo de esta investigacion.

El problema de investigacion pretende responder a cuestiones referentes a la
comprension de los significados del numero racional positivo, sus interferencias,
utilizacion de diferentes sistemas de representacion y analizar sus interacciones entre
estos, a través de la observacion del desempefio de los estudiantes que reciben
formacion profesional de educacién matematica. EI campo problematico del objeto
matematico se delimita a los numeros racionales positivos, representados en forma
de numeros fraccionales, lo que implica que no hemos investigado cuestiones

relativas a su representacion decimal.
La interrogante general es la siguiente:
1.4.1 Problema General

¢Cual es la naturaleza de la comprension de los significados del nimero racional
positivo, en su representacion fraccional, que revelan los estudiantes que reciben
formacion profesional de educacion matemética en la Facultad de Ciencias de la

Educacidn, de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno-Peru?

La absolucion de esta interrogante aspira contribuir al entendimiento del
fendmeno de la comprension del numero racional que manifiestan los estudiantes a
través de sus significados e interferencias y sus representaciones externas. La
dilucidacion de la interrogante general se da a través de las siguientes cuestiones

especificas.
1.4.1.1 Problematica especifica

Concentrados en el diagnostico evaluativo de los significados del numero
racional manejada por los estudiantes de formacion magisterial, el estudio se ocupa

de las siguientes interrogantes especificas:

1. ¢Cual es el estado actual del conocimiento sobre la comprension y registros de

representacion de los significados del nimero racional positivo?



2. ¢Como se presentan los significados del ndmero racional en los libros de texto

de matematica?

3. ¢Como es la comprension de los significados del ndmero racional de los

estudiantes de formacion docente?
1.4.2 Objetivo General

Evaluar la comprension de los significados del niamero racional positivo, en su
representacion fraccional, de los estudiantes que reciben formacion profesional de la
Especialidad de Matematica y Computacion de la Facultad de Ciencias de la

Educacion.
1.4.2.1 Objetivos especificos

1. Desarrollar un Andlisis didactico que integre diferentes teorias para afrontar el
estudio de la comprension de los significados del nimero racional.

2. Evaluar los significados del nimero racional utilizados en los libros de texto para
introducir el concepto de numero racional.

3. Describir la naturaleza de la comprension de los significados del nimero racional

que los estudiantes de formacion docente ostentan.
1.4.3 Hipdtesis General

La comprensién de los significados del numero racional positivo, en su
representacion fraccional, se sustenta esencialmente en el significado parte-todo, que
interfiere en la comprensién de los significados de medida, razén, cociente y
operador, fendmeno que se manifiesta en los estudiante que reciben formacién
profesional de educacién matematica en la Facultad de Ciencias de la Educacién de

la Universidad Nacional del Altiplano de Puno.



1.4.3.1 Hipdtesis especificas

1. El andlisis didactico proporciona una solida fundamentacion teorica y criterios
objetivos para el estudio de la comprension de los significados del ndmero

racional.

2. En los libros de texto de matematica, el significado de “parte-todo” es el mas
utilizado en la introduccién del concepto de nimero racional, entendido como
cociente de un par ordenado de enteros.

3. La comprension se fundamenta esencialmente en el significado parte-todo del
namero racional, en tanto que la fracciobn como medida y razon es la menos

comprendida.
1.5 JUSTIFICACION

Como consecuencia del enfoque conductista en la educacion peruana y el
predominio de la matematica moderna, la mayoria de los profesores tienen la
creencia que la matematica es una disciplina rigurosa y formal; su aprendizaje se
apoya en la explicacion de algoritmos y la resolucion de cientos de ejercicios, con el
objetivo de fijar el algoritmo en la memoria del estudiante, en una suerte de estimulo-
refuerzo, ademas, excluye con mucha frecuencia las representaciones graficas y
centra su comunicacion en el sistema simbdlico de representacion. Sin embargo, el
papel de las representaciones graficas esta siendo retomado en la ensefianza de la
matematica del nivel primario, como una via de acceso a la comprension del
conocimiento légico matematico, ademas, la insercion de las tecnologias de la
informacion y la comunicacion dictan esta tendencia. Estos aspectos reivindican la
importancia de la comprension representacional en el nivel educativo secundario
(grupo etareo 11-17 afios de edad). Se pretende presentar un tratamiento organizado
de sistemas de representacion para el estudio de la comprensién del significado del

namero racional positivo.

La Matematica Moderna, busco la formalizacién en cuanto a la fundamentacion
de la matematica y a la intercomunicacion, esto trajo serias consecuencias negativas

para la ensefianza de la matematica. Uno de los preclaros exponentes de la
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Matematica Moderna. Jean Dieudone (1986), sefiala en la introduccion de su obra
Algebra Lineal y Geometria Elemental: “Me he permitido también no introducir
ninguna figura en el texto...” “Es deseable liberar al alumno cuanto antes de la
camisa de fuerza de las “figuras” tradicionales hablando lo menos posible de ellas
(exceptuando, naturalmente, punto, recta y plano)...” (p. 280) esto es una prueba que
los libros escolares se presentaban totalmente formalizados. Por esta razon la
investigacion reivindica la visualizacion de las representaciones matematicas,
examina la relacion entre los diferentes sistemas de representaciéon y valora las
representaciones externas para el diagndstico de la comprension, pues, es uno de los

canales para pretender observar el pensamiento del estudiante.

En definitiva, el estudio contribuira al mejor entendimiento del fenémeno de la
comprension de objetos matematicos, reconociendo la importancia de los sistemas de
representacion y su interconexion entre ellos. Esta experiencia evaluativa puede
aplicarse a otros topicos de la matematica, de modo que, en sus particularidades

comprueben la validez de los supuestos tedricos que se plantean.

La proliferacion de reformas que ciclicamente se han realizado en los sistemas
educativos a nivel mundial, son evidencia de inconformidad con su funcionamiento
y/o con los resultados que ellos obtienen. Particularmente, en Puno, es claro que el
problema de la deficiente calidad de la formacién matematica de los docentes y
estudiantes en el nivel escolar, persiste y es grave, sin importar las definiciones de
"calidad" y de "formacion matematica" que se acojan. Por eso, este estudio en su
parte interpretativa se propone escudrifiar cuestiones mas especificas de la ensefianza
y aprendizaje de las fracciones, la naturaleza de la misma, la vision que el docente
tiene sobre lo que significa aprender, la forma en que promueve dicho aprendizaje
con especial énfasis en las representaciones que utiliza y la comprensién que

promueve.

Experiencias personales de exploracion, realizados en el marco de la formacion
continua de docentes y especialistas de matematicas, demuestran las dificultades que

presentan en su comprension de los sistemas numericos y, en especial, los nUmeros
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racionales. En una prueba exploratoria, se ha observado que el 31.5 % de estos

docentes no logran solucionar el siguiente ejercicio:

Efectuar las siguientes sumas y resta utilizando fracciones:

Figura 1.1 Enunciado de fracciones utilizando la representacion pictérica

Se sospecha que, la resolucion equivocada de este ejercicio se debe a que tienen
dificultades para traducir las representaciones graficas a representaciones simbélicas.
Ademas, no recuerdan el algoritmo de la suma de fracciones heterogéneas. En otro
item, se pide encontrar la fraccion intermedia entre %2 y 2/3, los resultados de la
prueba develan que el 37.3 % de los docentes no solucionaron el problema
adecuadamente. Estos resultados, que si bien no son concluyentes, suscitan la
necesidad de realizar observaciones mas sistematicas en el proceso de formacién de
maestros, explorar como es su comprension de los nimeros racionales positivos en
su representante fraccional, como en el caso de los estudiantes de educacion

matematica, exige plantear investigaciones del problema percibido.

La investigacion exploratoria, evalia de forma sistematica el estado y
caracteristicas de la comprension de los docentes en formacidén docente, del
significado de las fracciones, su interpretacion y traduccién entre los diferentes
sistemas de representacion. Los resultados de este estudio permitiran dar pautas para
plantear acciones de capacitacion para los profesores y proponer algunos recursos
didacticos que serviran para la conduccion del aprendizaje de las fracciones de los
educandos. Asimismo, los resultados del andlisis didactico presentados en el marco
tedrico y los resultados empiricos del estudio, proveeran los fundamentos para
proponer propuestas de innovacion para la ensefianza del ndmero racional, en el

primer afio del nivel de educacion secundaria.
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1.6 LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

Los resultados y conclusiones del presente estudio, corresponden al caso de los
estudiantes de educacion matematica y computacion de la Universidad Nacional del
Altiplano, por tanto, no se aplican a otros casos, por lo que no pueden extenderse a la
poblacion regional y menos al ambito nacional. Es un estudio de caso, que
corresponde a la Facultad de Ciencias de la Educacion, a partir de una muestra de 60
alumnos, a quienes se les aplico una pruebas sobre comprension de los significados

del nimero racional.

Como se podrd deducir de los objetivos de esta investigacion, no se han
considerado aspectos relativos al proceso de ensefianza en general, metodologia,
curriculo y evaluacién, aspectos que pueden ser materia de otras investigaciones;
nuestra preocupacion es estudiar la naturaleza de la comprension del concepto y
significados del nimero racional, expresado como fracciones y su relacion con los
sistemas de representacion que utilizan los estudiantes en la solucién de cuestiones

relativas al tema de fracciones.

Entre otras limitaciones que se sopesaron, esta el dominio del idioma. La
documentacién revisada tiene su fuente en investigaciones, actas, libros
esencialmente en idioma espafiol; y algunos informes de investigacion de
universidades brasilefias, en idioma portugués. El idioma inglés como tercera opcion,
permitié en forma limitada acceder a la informacion sobre teoria de la educacion

matematica que forman parte de la fundamentacion teorica.

A pesar de los esfuerzos, la revision de antecedentes sobre los significados del
numero racional, creemos que fue parcial, pero suficiente, para tener una vision
general del estado actual de la cuestion en el espectro de la comunidad de

investigadores de la educacion matematica.

13



CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1 INTRODUCCION

Siguiendo un proceso de concrecion acorde con la delimitacion del area
problematica y con la caracterizacion del problema de investigacion a tratar, en el
presente capitulo se exponen inicialmente los resultados obtenidos en la fase del
Anadlisis Didactico correspondiente a la revision primaria de antecedentes explicada
en el apartado 2.2. En concreto, se presenta una sintesis estructurada de la
informacion recopilada en torno a diferentes aspectos vinculados con la ensefianza y
el aprendizaje del numero racional en Educacion Matematica. En segundo plano se
estructuran los resultados secundarios y sus consecuencias para la investigacion

como elementos del Analisis Didactico

El capitulo se divide en cinco apartados. En el primero se expone una breve
descripcion de la estructura, organizacion y exposicion de la informaciéon
seleccionada. A continuacion, se presentan los distintos resultados primarios en dos
apartados diferentes dedicados a los bloques tematicos basicos considerados para el
nimero racional: cognicion, aprendizaje y comprension; curriculum y ensefianza;

fenomenologia y epistemologia. En todos los casos, como corresponde a una revision
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de una cierta profundidad sobre conocimientos matematicos tan complejos e
importantes para la Educacion Matematica, se incluyen resimenes de cierta
extension acompanados de citas de los autores consultados. En un tercer momento se
organizan los resultados secundarios; y en cuarto lugar, las consecuencias para la

investigacion.
2.2 AMBITOS DE ANALISIS Y EXPOSICION DE CONTENIDOS

La informacién recopilada de las fuentes consultadas se estructura sobre la base
de los cuatro bloques basicos sugeridos por el Andlisis Didactico (Capitulo III,
apartado 3.3.1), concretados en esta ocasion a través de las siguientes tematicas

estudiadas:

1. Aprendizaje y cognicion. En este bloque se expone una sintesis organizada de
los avances recientes producidos en la investigacion sobre comprension en
matematicas, una descripcion de los principales componentes tedrico-metodoldgicos
que configuran la aproximacidén operativa a la comprensiéon del conocimiento
matematico desarrollada en la tesis doctoral de Gallardo, ademas de una revision de
estudios sobre el aprendizaje de los numeros racionales centrados en la
caracterizacion de las concepciones elaboradas por los estudiantes del numero

racional. (apartado 2.3).

2. Ensefianza y curriculum. En este bloque se sintetizan algunas aportaciones
relevantes en torno a la ensefianza del nimero racional, fundamentalmente en forma
de sugerencias didacticas y propuestas metodologicas para el aula. Estos contenidos
se completan con una descripcion del tratamiento dado al niimero racional en el
curriculum peruano actual a través de sus disposiciones oficiales y libros de texto

mas extendidos (apartado 2.4).

3. Fenomenologia. Este bloque retine informacion correspondiente a la esfera
fenomenolodgica del conocimiento matematico, en general, y del nimero racional, en
particular. En primer lugar, se presentan resumidas las aportaciones tedricas y
metodoldgicas desarrolladas por autores como Freudenthal (1983), Puig (1997),

Gallardo (2006). Estos referentes genéricos se completan, en segundo lugar, con la
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descripcion de los resultados obtenidos por algunos estudios especificos en los que se
han desarrollado analisis fenomenologicos vinculados al niimero racional (apartado

2.5).

4. Epistemologia. Este bloque centra su atencidén en la naturaleza del numero
racional a través de la caracterizacion de sus significados en la educacion matematica
y de la descripcion de las principales representaciones externas que se admiten como

conocimiento matematico (apartado 2.6).

Aprendizaje y
e = A Epistemologia

'"’
racional

Fenomenologia Ensenanza Y curr1cu'|um

Figura 2.1 Ambitos de analisis en la revision primaria de antecedentes

2.3 COGNICION, APRENDIZAJE Y COMPRENSION DEL
NUMERO RACIONAL

2.3.1 Comprensién en Matematicas

La comprension del conocimiento matematico viene contempldndose como un
tema basico de interés y un objeto de estudio prioritario para la Educacion
Matematica. En las ultimas décadas la investigacion sobre esta cuestion en el area se
ha visto incrementada notablemente con estudios caracterizados por un elevado nivel
de precision, rigurosidad y prudencia en los problemas tratados, en los métodos
empleados y en los resultados y conclusiones obtenidos. La creciente especializacion

ha generado ademas una considerable diversificacion entre los estudios realizados,
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resultando dificil identificar en la actualidad aproximaciones consolidadas bajo las
que afrontar los distintos problemas derivados de la comprension del conocimiento

matematico.

La revision que se desarrolla en este apartado se centra sobre una representacion
de antecedentes relevantes surgidos en el area durante las Ultimas dos décadas que

tiene a la comprensién como principal objeto de reflexion.

2.3.1.1 Dimensiones de la comprension en matematicas

La preocupacion fundamental por el desarrollo de la comprension matematica en
los alumnos forma parte de un problema mas amplio en el que también intervienen
otras dimensiones del fenomeno. De hecho, es en el caracter multidimensional de la
comprension donde radica una de las principales causas por la que su estudio resulta

una tarea altamente compleja y un condicionante para los distintos trabajos en curso.

Por lo general, las aproximaciones a la comprension en matematicas reconocen,
al menos como referencia provisional para posicionar su estudio, algunas de las
siguientes dimensiones del fendmeno: origen y fuentes; naturaleza y funcionamiento,

factores; evolucion, y efectos.

El origen hace referencia a las situaciones y circunstancias responsables de la
aparicion de la comprension y las fuentes a los acontecimientos concretos previos
generadores de tales situaciones. Por ejemplo, en términos constructivistas generales,
el origen de la comprension se sitla en aquellas situaciones de desequilibrio
cognitivo en las que se ve implicado el sujeto en su interaccién con el medio. Las
fuentes, por su parte, se encuentran en las experiencias generadoras de tales
situaciones que obligan al individuo a elaborar respuestas adaptadas a cada situacion
particular (English y Halford, 1995). En este caso, la comprension surge en este
espacio de experiencias, desequilibrios cognitivos, respuestas adaptativas y busqueda

de estabilidad asociada.

Las dimensiones naturaleza y funcionamiento, estrechamente relacionadas,

suponen enfrentarse a las complejas cuestiones sobre qué es y como se produce la
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comprension. Por tratarse de un constructo que acontece en la esfera interna del
individuo, y por tanto sin posibilidad de ser observado directamente, estas
dimensiones suelen estudiarse al amparo de propuestas teoricas interpretativas de la
relacion no casual reconocida entre los estados mentales del sujeto y su
comportamiento externo observable. Una de estas propuestas, ampliamente
extendida, la encontramos en el enfoque representacional que desarrolla una visioén
de la comprension vinculada a las representaciones y conexiones internas del
conocimiento matematico (Hiebert y Carpenter, 1992; Romero, 2000; Goldin, 2002).
El empleo de tipologias generales de comprension (Hiebert y Lefevre, 1986) o de
referencias metaforicas (Davis, 1992) son otras de las estrategias usuales presentes

en el estudio de tales dimensiones.

Los factores se refieren a todos aquellos aspectos condicionantes de la
comprension. La especificidad del objeto de comprension, las capacidades cognitivas
generales del sujeto, la valoracion personal que éste realiza sobre el propio objeto o
las caracteristicas del medio donde se produce la interaccidon entre ambos son
algunos de los factores reconocidos por los que se ve afectada la comprension

(Sierpinska, 1994; Godino, 2000).

El estudio de la evolucion se relaciona con la faceta dinamica de la comprension
y supone reconocer que el conocimiento no se adquiere de forma inmediata e
instantanea sino que se va desarrollando en el individuo a lo largo del tiempo. La
comprension, por tanto, no es un fenémeno estético, sino que emerge, se desarrolla y
evoluciona (Carpenter y Lehrer, 1999). En este contexto, la teoria dinamica de Pirie-
Kieren para el crecimiento de la comprension matematica (Pirie y Kieren, 1989,
1994; Kieren, Pirie y Calvert, 1999) aparece entre las propuestas mas consolidadas y
con mayor influencia en el estudio de esta dimension en educacion matematica.
También, los modelos jerarquicos de categorias o niveles aplicados con el proposito
de capturar los procesos dindmicos de la comprension constituyen otra de las
estrategias extendidas en la investigacion en torno a la evolucion. Un claro ejemplo

de esta tltima opcion se tiene en el modelo de proceso de dos ejes desarrollado por

Koyama (1993, 2000).
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Por ultimo, los efectos se asocian a los resultados o productos derivados de la
presencia de una determinada comprension en el individuo. Suelen considerarse
efectos observables los comportamientos adaptados, la aplicacion de conocimientos,
la resolucion de problemas o la descripcion de acciones. Entre los efectos internos no
observables cabe mencionar como ejemplo las nuevas estructuras cognitivas y
semanticas resultantes de un cambio en la comprension. Esta dimension aparece
reflejada en aproximaciones como la de Duffin y Simpon (1997, 2000) donde se
describen algunos de los efectos internos y externos (por ejemplo, sentirse capaz de
reconstruir lo olvidado o derivar consecuencias, respectivamente) asociados a las tres

componentes de su definicion de comprension.

2.3.1.2 Relacion con otras nociones cognitivas

La aproximacién a la comprension a través del estudio de su relacion con otras
nociones cognitivas de similar complejidad constituye otra de las alternativas
empleadas en la exploracion de este fenomeno en educacion matematica. Desde esta
perspectiva, la comprension comparte protagonismo con otros objetos de
investigacion de interés para el drea como el significado, el aprendizaje, el
pensamiento matematico o la competencia, entre otros. La propuesta, que reconoce la
comprension como necesariamente vinculada al resto de configuraciones cognitivas,
define una via de acceso complementaria que extiende la posicion centrada en el

analisis especifico de las distintas dimensiones propias del fendmeno.

Es posible apreciar esta vision integral de la comprension matematica en trabajos
como los de Byers y Erlwanger (1985), donde se vincula con el aprendizaje y la
memoria, Godino y Batanero (1994) en relacion con el significado de los objetos
matematicos o Bender (1996) cuando asume que imagen y comprension son modos
de pensamiento distintos aunque estrechamente relacionados. Un aporte reciente en
este mismo sentido proviene de Warner et al. (2003) al estudiar la contribucion del

pensamiento matematico flexible en el crecimiento de la comprension.
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2.3.1.3 Valoracion y comprension

La valoracion esta presente en el tratamiento de la comprension en matematicas.
Los resultados procedentes de las distintas vias de acceso y dimensiones
contempladas para su estudio encuentran en esta actividad un condicionante
metodoldgico de primer orden. Por lo general, las aproximaciones en educacion
matematica suelen ser conscientes de este hecho y entre sus configuraciones y
planteamientos tedricos resulta frecuente encontrar referencias y supuestos basicos
compartidos en torno a la valoracidn, llegandose a reconocer circunstancias tales

como.:

- su elevada complejidad y existencia de limitaciones inherentes a su propia
naturaleza,

- lainfluencia de la especificidad del conocimiento matematico en la valoracion,

- la adecuacion de las manifestaciones observables como via para obtener

informacion sobre la comprension de los alumnos.

Referentes genéricos como estos sirven de base a los diferentes enfoques para
desarrollar sus propuestas de valoracion en correspondencia con aquellos aspectos
particulares de la comprension que son centro de su interés, generandose por ello una
variedad de posibilidades sobre los modos y términos en los que valorar la
comprension y sobre los métodos, técnicas e instrumentos a emplear. Entre las
contribuciones que se vienen realizando en este sentido, resultan relevantes las
propuestas que plantean valorar la comprension en funcion de la representacion y las
conexiones internas del conocimiento matematico (Hiebert y Carpenter, 1992),
teniendo en cuenta la superacion de obsticulos epistemologicos (Sierpinska, 1990,
1994) o segin sean las relaciones con significados institucionales preestablecidos
(Godino y Batanero, 1994). Igualmente, destacan los métodos y técnicas centrados
en la elaboracion de perfiles de comprension (Pirie y Kieren, 1994) asi como las
estrategias y procedimientos de valoracion multifacética basados en el analisis del
conocimiento matematico, como son los analisis semantico y estructural propuestos
por Niemi (1996), el andlisis de los significados praxeoldgicos de los objetos

matematicos derivado del enfoque ontosemidtico de la cognicidon e instruccion

20



matematica (Godino, 2002a, 2002b) o, mas recientemente, el andlisis fendmeno-
epistemologico del conocimiento matematico desarrollado y aplicado en Gallardo y

Gonzalez (2006).

2.3.1.4 Contribuciones de las aproximaciones

Otro referente organizativo para las aproximaciones a la comprension del
conocimiento matematico, complementario al dimensional ya descrito, se obtiene

atendiendo a las posibles consecuencias que se derivan de ellas en forma de:

1. Implicaciones didacticas para la ensefianza de la matematica

Los estudios sobre comprension suelen venir acompafiados de recomendaciones,
propuestas e iniciativas de distinta indole para fomentar el aprendizaje comprensivo
entre los alumnos. Para poder garantizar su utilidad y efectividad en educacion
matematica interesa que tales enfoques manifiesten una clara potencialidad
descriptiva y prescriptiva (Koyama, 1993). Este es el caso del modelo propuesto por
Gallardo y Gonzélez (2006), donde se facilita un procedimiento operativo para la
identificacion y organizacion de situaciones matematicas de utilidad para la practica
docente.

2. Repercusiones sobre otros focos de estudio en educacion matematica

Las aproximaciones sobre comprension aportan, ademds de informacion
especifica sobre su ambito de estudio, referencias afiadidas con las que mejorar la
situacion actual de conocimientos en torno a otras areas de investigacion de interés
para la educacion matematica, organizando, interpretando, explicando, solucionando
o ampliando, en su caso, las distintas problematicas ya existentes. Muestras de ellos
son las aportaciones de la aproximacion representacional a la controversia vigente
sobre la ensefianza del calculo aritmético elemental en sus distintas manifestaciones,
concretadas por ejemplo en propuestas basadas en la construccion de relaciones
mediante la comparacién de algoritmos alternativos como via para favorecer la
comprension. También son destacables las consecuencias derivadas de la aplicacion
del modelo Pirie-Kieren en el ambito de la formacion inicial de profesores de

matematicas (Cavey y Berenson, 2005).
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2.3.1.5 Fronteras en la investigacion sobre comprension en matematicas

Los resultados proporcionados por las distintas investigaciones realizadas en
educacion matematica van configurando a lo largo del tiempo un cuerpo creciente de
conocimiento contrastado y consolidado en torno a los distintos aspectos vinculados
con la comprension en matemadticas. Este progreso contrasta, no obstante, con
limitaciones importantes para las que la investigacion actual alin no ha encontrado
soluciones definitivas. De manera especifica, las fronteras reconocidas que delimitan
el estudio de la comprensiéon del conocimiento matematico vendrian dadas

fundamentalmente por:

- Las cuestiones abiertas inherentes a cada dimension particular del fendmeno.
Este es el caso, por ejemplo, del problema de la existencia de limites en la
adquisicion de la comprension o de la encapsulacion de su dinamismo, presentes en
el estudio de la evolucion. También de la dificultad que supone lo inobservable en el

analisis de la naturaleza y el funcionamiento internos.

- El problema de la interpretacion de la accion del otro. El estudio de las distintas
dimensiones asociadas a la comprension se ve afectado en su conjunto por la
naturaleza interpretativa de la valoracion. De entrada, se acepta que el modelo
basico del observador que pretende obtener informacidén sobre la comprension
del individuo inmerso en una actividad matematica comparte la complejidad
propia de las situaciones hermenéuticas condicionadas por el lenguaje (Brown,
2001).

- La controversia vigente en torno al grado de profundidad y extension que habria
de exigirse al estudio de la comprension en matematicas. Admitir el desarrollo
de la comprension como fin de la educacidn matematica genera en el ambito de
la investigacion la cuestion bésica de aclarar los conocimientos que resultan
precisos para afrontar esta labor con garantia, cumpliendo con los intereses del

area de forma consensuada con la comunidad cientifica.
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En resumen, el caracter multifacético de la comprension permite establecer
marcos referenciales, como el expuesto aqui, con los que organizar la diversidad de
resultados que se desprenden de los distintos estudios realizados sobre el fendémeno
en educacion matematica, al tiempo que posibilitan identificar, por las componentes
analizadas en ellos, sus propdsitos fundamentales al enfrentarse con la comprension.
De igual forma, la estructura organizativa resultante en este caso se muestra util para
posicionar las limitaciones especificas y cuestiones abiertas que llegan a delimitar las
fronteras del estudio de la comprension en matematicas. El esquema de la figura 2.2
sintetiza de forma mas clara la relacion entre los distintos aspectos intervinientes en
la investigacion sobre comprension en matemadticas segun la organizacion de

antecedentes llevada a cabo.
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Figura 2.2 Organizadores para la investigacion sobre comprension en matematicas
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2.3.2 Dificultades, Obstaculos y Errores en el Aprendizaje

El concepto de obstaculo fue introducido por Bachelard en 1938, en su célebre
libro La Formacién del Espiritu Cientifico, en el cual se explica que los obstaculos

son:

....Hay que plantearse el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstaculos. Y no se trata de considerar obstaculos externos, como la
complejidad y la fugacidad de los fendémenos, pues es, precisamente, en el
mismo acto de conocer, intimamente, cuando surgen, como una necesidad
funcional, torpezas de entendimiento y confusiones. Es ahi donde mostraremos
causas de estancamiento ¢ incluso de regresion, y donde descubrimos causas de
inercia que llamaremos obstaculos epistemologicos. (Citado por Socas, 1997,

p.136)

La transferencia de este concepto en la didactica de la matematica se debe a
Brousseau quien justifica la flexibilidad de esta idea “la propia nocidén de obstaculos
estad constituyéndose y diversificadndose: no es facil decir generalidades pertinentes
sobre este tema, es mucho mejor estudia caso por caso”. Para Brousseau los
obstaculos en el sistema didactico pueden ser de origen: ontogénico o psicogénico,

didéctico y epistemologico,

La acepcion que se adjudica al concepto se obstaculo epistemoldgico tanto para

Bachelard y Brousseau es:

aquel conocimiento que ha sido en general satisfactorio durante un tiempo para
la resolucion de ciertos problemas, y que por esta razon se fija en la mente de
los estudiantes, pero que posteriormente este conocimiento resulta inadecuado y
dificil de adaptarse cuando el alumno se enfrenta con nuevos problemas (Citado

por Socas, 1997, p. 137).

La historia de la matematica puede ser un auxiliar para el maestro quien debe

detectar nucleos historicos de obstaculos epistemologicos en el desarrollo del saber
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sabio evento analogo que puede reproducirse en la actividad de ensenanza

aprendizaje. Socas (1997).

2.3.2.1 Dificultades, obstaculos epistemoldgico y errores

Seglin Socas (1997) las dificultades estan asociadas a la complejidad de los
objetos de las matematicas. Un aspecto relevante es que la matemadtica utiliza una
simbologia acompafnada de lenguaje habitual. El lenguaje natural ayuda a interpretar
los simbolos sin embargo en esta funcion del lenguaje se detecta dificultades de
comprension y comunicacion de los objetos matematicos. Una dificultad es el
resultado de la diferencia de significado que se le adjudica en matematica a ciertos
vocablos comunes. Palabras como, por ejemplo matriz, raiz, quebrado; estos

vocablos en matematica adquieren un significado diferente.

Otras dificultades originados en el lenguaje por el resultado de usar vocablos que
en ciertos contextos pueden ocasionar confusion (reducir la fraccidon), o también las

palabras que tiene su origen en la matematica como parametro o niumero racional.

Algunas de estas dificultades pueden tener su explicacion en el dominio del
lenguaje matematico, su semiotica, en especial su componente pragmatico que se
refiere al estudio del sentido que se da al discurso en funcidn del contexto en el que

se utiliza una determinada palabra.

Las dificultadas asociadas a los procesos de pensamiento matematico se
manifiestan con mayor claridad cuando el estudiante se enfrenta a situaciones de
pensamiento deductivo formal, la educacion basica ha optado por abandonar la
ensefianza de la argumentacion logica para hacer demostraciones formales, este

hecho evidentemente trajo el descuido del desarrollo del pensamiento logico.

Los errores en el aprendizaje de las matematicas segin Socas (1997) se clasifican
en tres tipos: primero, errores que tienen su origen en un obstaculo, segundo, errores
que tienen su origen en una ausencia de sentido o significado, estos estdn
relacionados con las dificultades asociadas a la complejidad de los objetos

matematicos y a los procesos de pensamiento matematico. Los errores de este tipo
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son de naturaleza semidtica en sus tres componentes sintactico, semantico y
pragmatico y tercero, errores que tienen su origen en actitudes afectivas y

emocionales hacia las matematicas.
2.3.3 Aprendizaje y Comprension del Numero Racional

En este numeral se incluye los antecedentes relacionados al fenémeno de la
comprension del nimero racional, provenientes de investigaciones previas realizadas

en diferentes latitudes.
2.3.3.1 Aprendizaje de las fracciones y sus diferentes significados

Dada la importancia de las dificultades detectadas en la ensefianza- aprendizaje
de las fracciones se da cuenta del estudio de Valpereiro (2005). El objetivo es
identificar las concepciones que los alumnos de las 4ta y 8va serie (grado) de
Ensenanza Fundamental de escuelas publicas, presentan con relacion a los cinco
significados de la fraccion: como numero, parte—todo, cociente, medida y operador

multiplicativo.

El marco tedrico se respalda en la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud
(1990), y las ideas de Nunes et al. (2004), Valpereiro (2005), quienes insisten en
clasificar los significados de los nimeros racionales, en su representacion de fraccion

como parte—todo, medida, nimero, operador multiplicado y cociente.

Es importante las referencias que se presentan de Kieren sobre las
interpretaciones y significados del numero racional como relacion parte—todo,
cociente, medida, razén y operador. Ademas, se referencia a Ohlsson, Behr, Nunes

para fundamentar los significados del numero racional.

La investigacion es de tipo diagnostico cualitativo, que pretende describir la
comprension de los significados de las fracciones. El universo de estudio esta
constituido por estudiantes de escuelas publicas, estatales localizadas en la regién
central de la ciudad de Sao Paulo. Se seleccioné el 4to grado por ser éste donde el
estudio de las fracciones se enfatiza y 8° grado por ser éste el grado concluyente de la

Ensefianza Fundamental. La muestra es de 65 estudiantes de 4° grado y 58 alumnos
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de 8° grado, a quienes se aplicd una prueba de 19 cuestiones que tenian la intencion

de evaluar los cinco significados de las fracciones distribuidas en 29 item.

La conclusion mas interesante segiin nuestro criterio es:

...en las series (grados) iniciales de Ensefianza Fundamental deben ser
trabajados situaciones que aborden los significados, parte-todo, medida y
cociente, visto que estos alumnos poseen apenas el concepto de numero
racional en tanto que a partir de la 5ta serie, del mismo nivel de ensefianza,
sean estudiado también los significados nimero y operador multiplicativo,
teniendo en cuenta la construccion de los numeros racionales que comienza a

ocurrir a partir de esa serie (Valpereiro, 2005, p. 188).

La primera parte de la conclusion se sustenta en el hecho que esos significados
son mas afines a los numeros naturales. Cabe preguntar por qué el alumno tiene
dificultades para comprender los significados por ejemplo, de fraccion como
operador. La curiosidad cientifica deberia conducir a buscar explicaciones y ver si
son superables esas dificultades y puede ser estudiado en la 4ta serie (grado) los

significados de operador y razon.

2.3.3.2 Concepciones sobre fracciones de alumnos después de los estudios

formales

Rodriguez (2005) en su tesis de maestria presentado en la Universidad Pontificia
Catolica de Sao Paulo, estudia las concepciones del numero racional haciendo
énfasis en el diagnostico de los significados parte—todo y cociente. La investigacion

se desarrolla en el ambito de los estudiantes de diferentes niveles educativos.

A pesar que los numeros racionales estan presentes en casi toda la educacion
escolarizada, se observa que el dominio que adquieran entrafa algunas
incongruencias, asi un alumno puede dominar los algoritmos y puede tener éxito en
el contexto escolar y mostrar dificultades para resolver situaciones de la vida

cotidiana o a la inversa.
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El objetivo de la investigacion es: “Identificar aspectos del concepto de nimero
racional cuya construccion no se estudio eficazmente en el periodo de educacioén
basica, cuando fueron trabajados en el aula y que permanecen sin ser aprendidos por
los alumnos por largo tiempo, durante el proceso de escolarizacion” (Rodriguez,

3

2005, p. 11). La interrogante es: “;qué aspectos del concepto de fraccion en los
significados parte—todo y cociente permanecen sin ser aprendidos por los alumnos de
octavo grado de ensefianza fundamental, tercer grado de ensefianza media y
ensefianza superior en el area de exactas?” (p. 15). La hipotesis es: la ensefianza
formal de fracciones no ha sido capaz de proveer situaciones a los alumnos para que

el concepto sea plenamente aprendido como se observara en niveles avanzados de

escolaridad.

Los fundamentos teodricos del estudio se sustentan basicamente en tres autores;
primero, Caraga quien en su libro Coceitos fundamentais da matematica de 1952
postula que el surgimiento del campo de los numeros racionales es a partir de las
necesidades humanas de comparar magnitudes, lo que da lugar al surgimiento de la
unidad de medida y del manejo de los principios basicos de la matematica. Segundo,
el aporte de Vygotsky respecto a la construccion del concepto en la interaccion entre
la vida escolar y cotidiana. Segtn este psicologo ruso existen dos tipos de conceptos;
los cotidianos (espontaneos) y cientificos, y estos ultimos se forman en situaciones
de educacion formal y no son aprendidos en forma definitiva. Tercero, la teoria de

los campos conceptuales de Vergnaud (1990).

La investigacion fue de naturaleza causal comparativa y de caracter diagndstico.
En una muestra de 29 alumnos de ensefianza superior, 31 alumnos de ensefianza
media y 13 alumnos de octavo grado de escuela, se ha aplicado un cuestionario que
evalua la comprension de dos significados parte—todo y cociente considerados como
los mas ligados a la idea de construccion del numero racional, ademds se sostiene
que por medio de estos significados se introduce el concepto de fraccion en el inicio
de la escolaridad. En la medida que la formacion de un concepto puede durar largo

tiempo se ha escogido una muestra de tres diferentes niveles educativos.
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A igual que Bher, Rodriguez (2005) concluye que la correcta construccion del
concepto de numero racional es un factor fundamental para el aprendizaje de otros
conceptos mas sofisticados, y que el estudio del nimero racional es particularmente
adecuado para desarrollar estructuras cognitivas para el transito del pensamiento

concreto al operatorio formal.

En la evaluacion del significado de la fraccion como cociente se encontrd que en
situaciones de cociente con cantidades discretas, la mayoria de los estudiantes usan la
cardinalidad del conjunto a ser repartido. Como consecuencia, se percibe una
resistencia a asumir un numero natural como un racional. Asi mismo, los educandos
no logran identificar a las fracciones como entes numéricos en su plenitud,
evidenciado la dificultad de aceptar que el conjunto de los nimeros naturales esta

incluido en los racionales.

2.3.3.3 Procedimientos de nifios de primaria en la solucion de problemas de

reparto

De Leodn (1998) sostiene que el fracaso en el aprendizaje de las fracciones tiene
su explicacion en la pobreza conceptual, como consecuencia de la priorizacion del
significado del fraccionamiento de la unidad. El objetivo del estudio es analizar los
procedimientos de los nifios de primaria al resolver situaciones de reparto siguiendo
los supuestos de Vergnaud que la fuente del saber matematico es la solucion de

problemas.

El estudio se fundamenta en la teoria cognitiva desarrollada por Vergnaud (1990)
al estudiar la psicogénesis de los contenidos matemdticos. La antropologia de
Chevallard (1991) concerniente a la transposicion didactica. La teoria sobre las
situaciones didacticas de Brousseau (2004), e investigaciones centradas en construir,
experimentar y analizar situaciones para la ensefanza y el aprendizaje de las

matematicas en el aula.

Algunas de las interrogantes del estudio son: ;qué procedimientos usan los nifios

al resolver problemas de reparto? ;qué dificultades encuentran los nifios para dar
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significado a las situaciones de reparto? ;qué conocimientos precisos se necesitan

para dar sentido a los problemas de reparto?

La muestra de 36 nifios fue aleatoria, de diferentes estratos sociales, ocho por
cada grado de estudios: primero, tercero, cuarto, quinto y sexto. De esta manera se
intent6 tener una muestra de naturaleza transversal. La recoleccion de datos se
efectia por medio de entrevistas de 45 minutos, las mismas fueron estructuradas
segun el método clinico de Piaget. Los nifios fueron enfrentados a tres tipos de
problemas; de reparto, de eleccion del pedazo resultado de un reparto y de

comparacion de reparto.

Las conclusiones sefialan que en cada una de las situaciones se identificaron tres

formas de organizacion de los procedimientos de solucion.

a) Formas de organizacion de las situaciones de reparto.

En las situaciones de reparto se pide a los nifios que repartan equitativa y
exhaustivamente cierta cantidad de chocolates entre determinada cantidad de
nifios. Se ha encontrado que nifios de primero y segundo grados se
caracterizan por tener dificultades en la coordinacion de la exhaustividad y
equitatividad y en interpretar los resultados de las particiones desde el
esquema de los numeros enteros, constituyéndose en un obstaculo
epistemologico.

b) Formas de organizacion en seleccion del pedazo. Se entiende la seleccion de
pedazo resultado de un reparto previo; a partir de un reparto de chocolates ya
realizado, entre cierta cantidad de nifios, se pide a los alumnos que seccionen
el pedazo de chocolate que le toco a cada nifio; el pedazo lo seleccionan de
cuatro posibles conjuntos de reparto.

La mayoria de nifios tienen dificultades para resolver el problema de la
seleccion del pedazo, los nifios de primer grado no han construido en el plano
de accion implicita la relacion de igualdad entre el total de enteros de un
reparto y el total de pedazos del mismo reparto, en tanto que los de tercero al
sexto que tiene esa relacion de manera implicita no logran funcionarizarla

con anticipacion en el contexto de la seleccion del pedazo.

30



c¢) Formas de organizacion de la situacion de comparacion de resultados de
reparto:
En la comparacion de repartos los nifios comparan los resultados de dos
repartos y deciden a cual reparto le tocdé mas chocolates a un nifio (o menos)
o bien, si les tocd lo mismo. Aqui se encontrd tres formas de organizacion en
los procedimientos: La comparacion sobre la base de datos aislados de las
situaciones; comparacion sobre la base del establecimiento de relaciones
reciprocas entre los chocolates y los nifios; comparaciones a partir de

resultados de reparto.

Los esquemas de los nimeros naturales funcionan como un conocimiento que se
resiste a ser rechazado y a modificarse en lo mas minimo, se constituye en un
obstaculo epistemoldgico para el aprendizaje de las fracciones en el contexto de
reparto esta dificultad también se debe a la falta de coordinacion de los esquemas con
los que cuentan los nifios, como a una ausencia de diferenciaciones de las relaciones

que caracterizan a la situacién problematica.

Se encontrd que en el aprendizaje del significado de la fraccion en el contexto de
reparto los nifios primero, ignoran las relaciones fraccionarias, luego, incorporan de
manera implicita las relaciones fraccionarias dependiendo del uso de material y
cometiendo errores, finalmente construyen el modelo fraccional durante la solucién

de las situaciones problematicas de reparto.
2.4 CURRICULUM Y ENSENANZA DEL NUMERO RACIONAL

Aqui se presentan antecedentes de la investigacion relacionados a la ensefianza de
los significados del numero racional y una revision de los dispositivos legales que
regulan los programas curriculares del curso de matemética en el nivel primario,
concretamente el contenido “Numeros Racionales”. También se revisa la teoria de la
Transposicion Didéactica de Chevallard por tener implicancias teodricas para el
analisis posterior de los libros de texto de matematica que se realiza en el Capitulo

IV.
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2.4.1 Consideraciones de la Ensefianza de la Matematica

2.4.1.1 La instruccidn que construimos

La percepcion que transmiten la estructuracion de los libros de textos es que estan
disefiados para el entrenamiento “training” de los algoritmos, generalidades,
principios y definiciones presentados por el instructor. Para que los alumnos estén
técnicamente diestros en el manejo de los conocimientos objetivados y externos al
sujeto que alcancen el “‘competent performance”. Esta forma de presentar los
contenidos matematicos no son aprendidos en forma comprensiva. Este enfoque
excluye la posibilidad de generar comprension, porque, el acceso al conocimiento, o
a los dominios de consenso se logra a través de experiencias artificiales subjetivas

(Arcavi 1995).

Los problemas y ejercicios que se plantean, en los libros de texto, a los alumnos
tienen la finalidad de afianzar la memorizacion del contenido a través de la
reiteracion; lo que se debe hacer es que se planteen problemas que, para su solucion,
no se utilice las técnicas aprendidas anteriormente sino que el alumno se sienta
conducido a utilizar su comprension de los conceptos y establezca conexiones con
otros conceptos conocidos (Arcavi 1995). La solucién de un problema o ejercicio
solo conduce a la aplicacion de un algoritmo conocido, son el resultado de una
operacion, y lo recomendable es que el alumno tenga que argumentar, establecer

conexiones entre los conceptos.

En los libros de textos analizados en el siguiente capitulo se percibe que el
tratamiento del nimero racional es parcial porque se trabaja basicamente con dos
representaciones usuales, las representaciones simbolicas y eventualmente graficas,
la representacion en la recta numérica es utilizado escasamente para transmitir
algunos conceptos, en tanto que se hace un uso casi exclusivo de la representacion
simbolica, alfanumérica, lo que produce en el alumno un aprendizaje del significado
parte-todo. Lo recomendable es manipular diversos sistemas de representacion y se
establezca las relaciones entre ellas para comprender la esencia de los significados

del namero racional.
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2.4.1.2 La Transposicion Didactica

La ciencia Didactica de las Matematicas tiene por objeto de investigacion el
juego que se realiza entre docente, los alumnos y un saber matematico. El tercer
componente es ocasion de las siguientes interrogantes ;qué es el saber ensefiado?
(qué relacion entabla con lo que se proclama de ¢l fuera de ese ambito?;qué relacion
se entabla entre el saber sabio y saber ensefiado? y qué distancia existe entre ellos?
Estas y otras cuestiones explica Chevallard en su teoria de la Transposicion

Didactica, entendida como:

Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefiar, sufre a
partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a
hacer apto para ocupar un lugar entre los objetivos de ensefianza. El “trabajo”
que transforma de un objeto de saber a ensefiar en un objeto de ensefianza, es

denominado la transposicién didactica. (Chevallard, 1991, p. 45).

El concepto de transposicion didactica como el paso del saber sabio al saber
enseflado, se convierte en una herramienta de analisis del fenomeno de ensefianza-
aprendizaje de la matematica. Para el didacta, en cuanto sujeto investigador, la
transposicion didactica le permite ejercer su vigilancia epistemologica, en tanto que
para el ensefiante el reconocimiento de la transposicion didéactica supone el
resquebrajamiento de su funcion didéactica. El concepto de transposicion observa la
transformacion del saber sabio en el saber a ensefiar. El docente niega esta verdad y
esta negacion hace visible otra verdad del funcionamiento didactico; no se
comprende lo que ocurre en el interior del sistema didactico sino se toma en cuenta
su exterior. La conciencia didéctica es cerrada porque el sistema didactico es abierto.
Por eso ocurre que el saber a ensefiar mas atn el saber sabio es ignorado, se olvida en
el proceso la transposicion didactica. Este olvido se debe a la autonomia relativa del
sistema didactico. El sistema didactico trata con un saber ensefado y produce un
saber exiliado, separado de sus origenes historicos, de la esfera del saber sabio,
considerandose el saber ensefiado en el sistema didactico como una suerte de paria

extranjero, Chevarllard (1991).
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2.4.1.3 Las nociones matematicas, paramatematicas y protomatematicas

Segun Chevallard (1991) los numeros racionales, los decimales serian nociones
matematicas que llegan a ser objetos de ensefianza aprendizaje y herramienta de
estudio, Estas nociones tienen sentido dentro de la comunidad de docentes de un
mismo nivel, asi el sentido de nimero racional sera diferente entre la comunidad de
ensefiantes del nivel primario y universitario. Las nociones matemadticas son
construidas, éstas adoptan la forma de una definicion o de una “construccién”,
seguida de operaciones, propiedades y ocasiones de uso, como por ejemplo el campo
de los nimeros racionales. De los objetos de saber como nociones matematicas el
estudiante debe poder reconstruirla (enunciar una definicion), demostrar propiedades

y reconocer un nimero de ocasiones de uso de estos objetos matematicos.

Las nociones paramatematicas son las herramientas de la actividad matematica,
estos no son objetos de estudio para el matemadtico, son los auxiliares para la
enseflanza, son las nociones aprendidas espontdneamente, pero no ensefiadas. La
diferencia entre herramienta y objeto de estudio puede ser relativo; esta diferencia
depende de la practica precisa de ensefianza. Las nociones paramatematicas son
objetos de los cuales el docente toma conciencia, a los que da un nombre, que entra

en su campo de percepcion didactica.

Las nociones protomatemadticas son movilizadas implicitamente por el contrato
didéctico. El desarrollo de capacidades se evidencia a través de su desempefio, estas
muestras de desempefio capaz son de naturaleza transparente, subyacente. Asi la
capacidad de reconocer significados del niumero racional no se ensefia, sino estan
inmersos en el contexto de situaciones, que el docente y/o estudiante puede
eventualmente reconocer. Este reconocimiento esta sometido al filtro de percepcion
definido por el contrato didactico y su jerarquia de valores. El trabajo y evaluacion
de las capacidades pasa efectivamente por el filtro del contrato didactico. De la “falta
de dominio de una capacidad requerida por el contrato didactico para su buen
entendimiento” (Chevallard, 1991, p. 64). puede surgir lo que Chevallard llama
dificultad protomatematica. El dominio seria un prerrequisito del contrato didactico

que acttia como un filtro. Las nociones protomatematicas se sitian en la esfera de lo
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implicito expresados en el contrato didactico, y sélo seran explicitadas como ruptura

del contrato didactico cuando se produce la dificultad protomatematica.

Estas nociones matematicas conforman estratos cada vez menos explicitos de los
conocimientos y cada vez mas profundos del funcionamiento didéctico del saber. Las
nociones protomatematicas son menos explicitos que las nociones paramatematicas y
¢éstas a la vez menos explicitas que las nociones matematicas. Sin embargo, se
producen mutaciones, por ejemplo las nociones protomatematicas pueden convertirse

en nociones paramatematicas.

2.4.1.4 Los saberes escolarizados su preparacion didactica

Para Chevallard los saberes escolarizables como resultado de la transposicion
didactica cumplen con los requisitos de desincretizacion, despersonalizacion, la
programabilidad de la adquisicion, la publicidad del saber y el control social de los
aprendizajes. Estos requisitos se ven realizados a través de la preparacion didactica
que denomina la puesta en texto del saber. En este texto quedan explicitadas las
nociones matematicas, y la existencia real por ser necesaria para la construccion del
texto, pero no es su objetivo las nociones paramatematicas. En tanto queda de forma

implicita las nociones protomatematicas.

La textualizacion del saber trae consigo la delimitacion de saberes parciales, los
agentes de la transposicion usualmente son concientes del caracter delimitado de los
saberes parciales independizados. En el proceso de textualizacion de las nociones
matematicas, se manifiesta las nociones protomatematicas a través de los
prerrequisitos en tanto no son reconocidos como tales. La delimitacion de las
nociones matematicas produce su descontextualizacion, su desubicacidon contextual
que le otorga sentido completo; se produce la ruptura del juego intersectorial
constitutiva del saber en su movimiento de creacion y de realizacion, como lo
enfatiza Chevallard. En segundo lugar, la textualizacién del saber produce la
despersonalizacion como la disociacion entre el pensamiento y sus producciones
discursivas. Ademas, la puesta en texto de los saberes posibilita la objetivacion, es
decir, la publicidad de las nociones matematicas. Esta a la vez posibilitara el control

social de los aprendizajes. Finalmente, el texto es una norma de progresion en el
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conocimiento en el que se programa la adquisicion del saber. Esta programabilidad
se manifiesta en la secuenciacion de razonamientos y nociones textualizados y se
pretende que el aprendizaje sea isomorfo a la estructura del texto, hecho que no es asi

en la realidad.

2.4.2 Ensefianza del Numero Racional

Antecedentes de investigacion sobre los significados de nimero racional. Se hace
un breve resumen neutral de los estudios en un primer instante y luego en el analisis
didactico se expondran los resultados primarios y secundarios asi como las

consecuencias para nuestro estudio.

2.4.2.1 Creencias, concepciones y competencias de los profesores sobre las

fracciones

Factori (2006) investiga las creencias, conceptos y competencias para determinar
el entendimiento de la nocion fracciones que presentan los profesores que ensefian en

los grados iniciales de Ensefianza Fundamental

El objetivo es identificar y analizar las creencias, concepciones y competencias
de los profesores. La interrogante de investigacion es: ;cudl es el entendimiento que
los profesores de los 1° y 2° ciclo de Ensenanza Fundamental presentan con relacion

al concepto de fraccion?

El estudio se fundamenta en la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud
(1990); Factori cita la clasificacion de Nunes et. al. (2004) quien sostiene que los
significados son cinco: la fraccion como parte-todo, situacion cociente, significado

medida, significado nimero y situacién operador multiplicativo.

Ademas de una revision historica del desarrollo del concepto de numero racional
se bosqueja una perspectiva escolar que esboza las categorias de analisis de las
fracciones: forma de introduccion del concepto; cudndo y como se introduce el
concepto formal; los cinco significados de la fraccion, cantidades continuas y
discretas; forma de enunciar los problemas con o sin representacion iconica;

predominio de ciertas fracciones como 1/2, 1/3, 2/5; los invariantes del concepto de
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fraccion orden y equivalencia; y la frecuencia con que el concepto de fraccion es

explorado en cada libro escolar.

La investigacion describe el entendimiento de los significados de la fraccion de
los docentes del 1° y 2° ciclo de ensefianza fundamental. Se aplicé una prueba que
recoge la informacion sobre el perfil del docente, creencias, conceptos y cuestiones
relativo a las competencias, ademas, se entrevisto al 10% de los 51 profesores

polivalentes de tres diferentes escuelas de la red municipal de la ciudad de Osasco.

Las conclusiones del estudio son: Respecto a la “creencia”, se encontrdé que la
circunstancia de que los profesores estén o no trabajando en la ensefanza del
contenido de fracciones, no influye es sus creencias, es decir la creencia es mas
fuerte que la practica docente. Una tercera parte de los profesores, tienen dificultades
para reconocer la division como la operacién por excelencia de la fraccion y una

mayoria de los profesores creen que la fraccion es un concepto “abstracto”.

El docente percibe que los estudiantes tienen dificultades para aprender el
concepto de fraccion y frente a eso propone ensefar fracciones por medio de
percepciones mas concretas y no relaciona la dificultad con deficiencias relacionadas

a 16gico matematicas.

Respecto a las “concepciones”, los profesores presentan serias dificultades para
elaborar situaciones problematicas que favorezcan la ensefanza de las fracciones.
Con relacion a los significados de fraccion, el primer grupo de profesores muestra
que sus concepciones estan fuertemente ligadas al significado parte-todo como
cantidades continuas, mientras que el segundo grupo muestra mayor diversidad en su
concepcidn, abarca los significados operador multiplicativo y cociente, ademés de
mayor manejo de cantidades discretas y continuas. El significado parte-todo se
encuentra fuertemente implicito en el conocimiento del profesor, también se constatd
que los textos escolares influyeron mucho en este desmesurado predominio del
significado parte-todo. Ademas el significado de medida y nimero no tuvieron
presencia en los problemas creados, quizas por que los textos escolares no exploran

este significado.
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En cuanto a la “competencia” que muestran los profesores, Factori (2006)
encontrd que el mejor desempefio se mostrd en situaciones que involucran los
significados parte-todo, operador multiplicativo, seguido del significado medida, y
los peores desempefios se muestran con los significados cociente y el significado

numero.

2.4.2.2 Modelo de medida para la ensefianza del nimero racional en

Educacién Primaria

Para Escolano y Gairin (2005) las dificultades en el aprendizaje de los nlimeros
racionales, son basicamente conceptuales, procedimentales de relaciones y
operaciones de la propia estructura numérica de los nimeros racionales, y en parte,
son el resultado de procesos instructivos inadecuados. Se encontrd en Espana en el
2002 que “son casi tres de cada cuatro los que tienen dificultad para comprender en
concepto de fraccion y operar con fracciones” (INCE, 2002, p. 2) citado por

Escolano y Gairin (2005).

Asumen el supuesto que en el sistema educativo espafiol la ensefianza de las
fracciones prioriza el significado parte-todo y pretende demostrar que el significado
parte-todo provoca dificultades en su aprendizaje. Proponen resolver tres cuestiones:
(el significado parte-todo es un significado diferenciado o estd incluido en otros?,

(por qué se prioriza su utilizacion?, ;qué efectos provoca en el aprendizaje?.

El significado parte-todo de los numeros racionales es discutido respecto a su
legitimidad como tal, asi Behr et al. (1992) admiten cinco significados de las
fracciones: parte-todo, cociente, razén, operador y medida; en tanto que Kieren
(1999) considera el significado parte-todo como parte de los significados de cociente

y medida.

Para Escolano y Gairin, el significado parte-todo no tiene significado de medida,

cociente, razon y operador. Ellos arribaron a las siguientes conclusiones:

1.“la fraccion como significado parte-todo no surge de las necesidades

humanas (en el sentido que nombr6 Bishop, 1999), puesto que la génesis
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historica del numero racional se encuentra en la medida de cantidades de
magnitudes — bien realizada directamente o bien realizadas para expresar el
resultado un reparto — o en la comparacion de dos cantidades de magnitud, ya
medidas, que da sentido a la idea de razon” (Escolano y Gairin, 2005, p. 22).
2. El “significado parte-todo habria que situarlo en la practica educativa, y
ubicarlo entre los recursos didacticos creados por necesidades del proceso de

la ensefianza y del aprendizaje de las matematicas” (Escolano y Gairin, 2005,

p. 23).

La priorizacién del significado parte-todo en la escuela se justifica, primero,
porque en la ensefianza se elude el proceso de medida con objetos y; segundo, se
abrevia los periodos de instruccion. Ademas, Escolano y Gairin (2005) encontraron

tres obstaculos didacticos:

1. Se obstaculiza la formaciéon de concepciones adecuadas: se promueve las
ideas. “No existen las fracciones impropias”, “Las fracciones son nimeros no

29 ¢¢

medidas”, “el todo o unidad no es un nimero”.

2. Se obstaculiza la separacion conceptual del nimero racional y del niimero
natural: se apoya las ideas incorrectas, “la fraccion esta formada por dos
nimeros naturales”, “las relaciones y operaciones con nimeros racionales
tienen el mismo significado que en los nimeros naturales”.

3.Se obstaculiza la formacion de ideas abstractas; los alumnos desarrollan

creencias como las siguientes: “Los conceptos son las técnicas asociadas a

los mismos” y “Los contenidos utiles son los procedimientos”.

Escolano y Gairin en la segunda parte del articulo plantean una propuesta
pedagogica alternativa de la ensefianza del numero racional. El objetivo de la
propuesta es favorecer la construccion de concepciones adecuadas, potenciar la idea
del nimero racional y facilitar la construccion de ideas abstractas, que los “escolares
integren los diferentes significados de ntimero racional, asi como los sistemas de
representacion asociados, y que se evite la exclusividad de alguno de ellos puesto
que cualquiera de los significados destaca alguno de los aspectos del numero racional

mientras que oscurece a otros” Figueras (1988) citado por Escolano y Gairin (2005,
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p- 26) . El modelo establece una secuencia de tres momentos: en cuarto grado, (10
anos) se ensenara los modelos de medida; en quinto (11 afios), los modelos de

cociente; y en sexto (12 afios), los modelos de razon.

Los resultados de la propuesta pedagdgica fueron alentadores; desaparicion de los
obstaculos epistemologicos; ademas los alumnos perciben que la fenomenologia
asociada a la fraccion difiere sustancialmente de la del ntimero natural. Entre las
desventajas de la propuesta estad que el aprendizaje es mas dilatada en el tiempo por

que se retraza la introduccion de la representacion simbolica de la fraccion.

2.4.2.3 Ensefianza del numero racional positivo en educacion primaria

Segin Escolano (2001) el aprendizaje de los nimeros racionales presenta
dificultades por la desconexion entre los sistemas de representacion fraccional y
decimal; deficiencias del conocimiento conceptual de los racionales y los
procedimientos manipulativos de los simbolos, y la priorizacion del significado de la
fraccion como parte-todo, que destaca solo algunos aspectos y oculta otros, y se

descuida otros significados como operador, medida, cociente o razon.

El objetivo del estudio es explorar las potencialidades y limitaciones de la
propuesta didactica que excluye el significado de la fraccion como parte—todo y
enfatiza los significados propios de la fenomenologia del racional como medida y
reparto. La hipdtesis es que este medio didactico favorece la comprension de los

numeros racionales. Los objetivos especificos son:

1. Conceptualizar la fraccion con significado de medida de cantidades de
magnitud (longitud, peso, superficie y cardinalidad).

2. Dar significado y justificar desde los modelos de medida las operaciones
bésicas.

3. Conceptualizar la fraccion como el resultado de un reparto.

4. Conectar los sistemas de representacion fraccionaria y decimal.

5. Dar significado y justificar desde modelos de aprendizaje las relaciones y

operaciones entre numeros racionales.
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El marco teodrico tiene tres orientaciones; las estructuras numéricas especificas,
las funciones cognitivas y el estudio de problemas y situaciones que se abordan
mediante estructuras numéricas, pero concretamente, se ocupa de la dimension
cognitiva. La nocion de comprension, los sistemas de representacion y los modelos
de aprendizaje. Asume la hipotesis de Kaput (1999) para alcanzar la comprension es

necesaria el dominio coordinado de dos o mds sistemas de representacion.

La investigacion es de tipo exploratorio e interpretativo enmarcado en el
paradigma cualitativo. La innovacion curricular se sustenta en la investigacion accion
empirica y diagnodstica de dos etapas, con un primer grupo natural de 4to grado y
luego, con 5to grado de educacion primaria de un colegio de Zaragoza durante los

afios 1999-2001.

El estudio concluye, primeramente, en que los estudiantes no intuyen la
necesidad de fraccionar en partes iguales la unidad de medida; segundo, se tiene
dificultades para representar medidas fraccionales del peso; tercero, no se observo
diferencias significativas en la comprension cuando se manipula modelos de longitud
y superficie; y cuarto, los alumnos con la ayuda de material manipulativo construyen

con mas facilidad, fracciones equivalentes.

Las conclusiones respecto al potencial de la propuesta didactica sefialan que el
aprendizaje basado en magnitudes continuas (longitud y superficie), permitié a los
educandos construir y evaluar semanticamente el sistema de representacion
fraccional y dar significados a las relaciones de equivalencia y orden; ademas las
representaciones graficas facilitan la transmision entre las acciones realizadas con

materiales manipulativos y las representaciones simbolicas.

2.4.2.4 EIl concepto de fraccion en sus diferentes significados

Para Dos Santos (2005), el objetivo de su estudio es evaluar las concepciones de
los profesores del concepto de niimero racional en su representacion fraccionaria. El
bajo desempefio en la resolucion de situaciones con fracciones de los estudiantes
sugiere plantear la hipotesis de que el desempefio de los alumnos tiene estrecha

relacion con las concepciones de sus profesores. El éxito de la ensefianza de las
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fracciones en sus diferentes significados, depende de la concepcion que tenga el
docente. Por esta razdn la interrogante planteada fue: ;es posible reconocer las
concepciones de los profesores que ensefian en los 1° y 2° ciclo (polivalente) y 3°
ciclo (especialista) de Ensefianza Fundamental respecto a los conceptos de fraccion

en sus diferentes significados?

El estudio se apoya en las teorias de los campos conceptuales de Vergnaud,
investigaciones de Teresinha Nunes y la clasificacion de significados de la fraccion
de Kieren (1988). Dos Santos asume cinco significados del numero racional
adhiriéndose a Kieren (1988) y Nunes et al. (2004): el niimero racional como
nimero, parte—todo, medida (con cantidades intensivas y extensivas), cociente (una

division) y como operador multiplicativo.

La investigacion diagnostica es de tipo cualitativo observa, interpreta y analiza
los trabajos producidos por los docentes, relacionados con sus concepciones del
concepto de numero racional. La naturaleza de los datos permitié una metodologia

cuantitativa / cualitativa para la presentacion de los resultados.

El método de andlisis de Bardin, citado por Dos Santos (2005), le permitio
comprender criticamente el significado contenido en las producciones del sujeto,
tanto desde el punto de vista de su contenido manifiesto como de su contenido
latente. El método parte del supuesto que el sujeto que proporciona datos es un
seleccionador de informacion. El andlisis de contenido posibilita la formulacion de
categorias de analisis a posteriori que emerge de la produccion de resultados. La
estrategia de recoleccion de datos constdé de dos momentos; primero se solicito a los
profesores elaborar seis problemas referentes al concepto de fraccion y en el segundo

momento se solicitd que resolvieran los mismos problemas.

El universo de estudio fue el grupo de profesores de Ensefianza Fundamental de
escuelas publicas de la ciudad de Sao Paulo, perteneciente a la zona Este menos
favorecida econdmicamente y con serios problemas sociales. La muestra fue de 67

profesores.

42



Las conclusiones muestran que los problemas elaborados por los profesores,
parten de situaciones proximas a la vida cotidiana; sin embargo, algunos problemas

eran inconsistentes.

El significado de operador multiplicativo predomina, seguido del significado
parte—todo. Se cree que dicha situacion se debe a las recomendaciones contenidas en
los Parametros Curriculares Nacionales. El significado parte—todo est4 relacionado a
cantidades continuas en tanto que el significado como operador multiplicativo esta
ligado a cantidades discretas. Los significados nimero y medida fueron los mas

desatendidos en la formulacion de problemas por los docentes.

Respecto a los procedimientos y estrategias de resolucion de los problemas, se
constatd que existe una tendencia a preferir procedimientos algoritmicos en la
resolucion de problemas del significado operador multiplicativo. En tanto que
cuando se resuelve problemas de parte-todo se usa con mayor frecuencia las

representaciones iconicas.

Finalmente, Dos Santos afirma que, los profesores polivalentes y especialistas
con relacidn al concepto de fraccion, en sus diferentes significados, sus concepciones
son similares a pesar de pertenecer a espacios de formacion profesional distinta pues
los docentes especialistas han tenido una formacion matematica. La explicacién que
ensaya es que las concepciones y saberes de los profesores se fundan en
preconcepciones de ensefianza y aprendizaje y su historia de vida y principalmente
de su historia escolar, es decir, en el tipo de tareas y actividades que desarrollaron en

su época de aprendiz.

2.4.2.5 La fraccion en la perspectiva del profesor de aula

Magina y Campos (2004) en su estudio tienen el objetivo de conocer los
conceptos que profesores de 2° ciclo no especialistas en matemadticas tienen sobre
fraccion, a través de un analisis tanto de sus estrategias de ensefianza como de sus
pronosticos sobre el desempefio de los alumnos y conocer el desempeiio de alumnos

de 3ro y 4ta serie al resolver problemas que involucra el contenido fraccion.
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Los presupuestos tedricos se fundan en la teoria de los campos conceptuales de
Vergnaud, la teoria de Nunes y Bryant, 1997 y Nunes at al. 2005, Kieren (1975),
quien fue el primero en considerar que los nimeros racionales son constituidos por
varios constructos y que la comprension de la nocion de nimero racional depende del
entendimiento de estas diferentes interpretaciones. El mismo Kieren en 1980
explicita e identifica cinco significados basicos en el proceso de comprension de los
nimeros racionales y son: parte—todo, cociente, medida, razon y operador. Citados

por Magina et al. (1999)

El estudio se realiz6 en el universo de escuelas publicas de la ciudad de Sao
Paulo. Se aplicéd dos instrumentos de diagnostico a 70 profesores y 131 alumnos. El
cuestionario para profesores constd de 11 cuestiones que pretendia evaluar las
estrategias de ensefianza y el otro para pronosticar sobre el desempefio de sus

alumnos.

Las conclusiones mas importantes a que arribaron son: primero, aunque los
profesores, presentan conceptos adecuados de fracciones en la mayoria de las
situaciones, sin embargo, se detectaron algunas confusiones entre representar
numéricamente situaciones de fracciones y de razén. Segundo, se constatd que la
principal estrategia de ensefianza es el uso de disefios de material concreto con el
objeto de facilitar la comprension perceptualmente de los alumnos en detrimento del
trabajo con las invariantes logicas de las fracciones. Tercero, aparentemente los
profesores no tienen claro los diferentes significados de la fraccion, lo que los lleva
a proponer situaciones de ensefianza limitados, restringiéndose a la percepcion y al
significado parte—todo, lo que a su vez los limita en la utilizacién adecuada de
estrategias de ensefianza y poder auxiliar a sus alumnos a superar las falsas o
imparciales concepciones sobre fracciones. Y, cuarto, de forma general el profesor
tiende a sobre estimar la capacidad de los alumnos de 4ta serie con relacion a la 3ra

serie.
2.4.2.6 Representaciones del numero racional en la formacion de profesores
Amorin, Flores y Moretti (2005) en el estudio parten del andlisis de las

actividades aplicadas a los alumnos de la disciplina optativa “seminarios de
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resolucion de problemas” del 4° afio de licenciatura en matematica del CEFET-
PR/Unidad Sudoeste — Campus Pato Branco. El objetivo es estudiar elementos para
una adecuada metodologia que propicia la comprension de la “adicion y
multiplicacion de racionales”, lo cual implica reflexionar sobre aspectos del
funcionamiento cognitivo que considere las peculiaridades de las actividades

matematicas.

Las actividades propuestas a los estudiantes se fundamenta en la teoria de Duval
con relacion al aprendizaje de la matematica. Asi en las resoluciones, se analiza los
tipos de registro de representaciones del numero racional que utiliza el resolutor: el
registro simbolico, el registro figural y el registro del lenguaje natural. Se ha
solicitado a los alumnos que resuelvan los problemas, explicando los procedimientos
y estrategias que utilizan en forma detallada. Esto permiti6 identificar los procesos

heuristicos de los alumnos.

Finalmente, en la solucion de las cuestiones se observo que los alumnos utilizan
diferentes representaciones como la figural, fraccional y hasta decimal; esto
posibilitd activar diversos funcionamientos cognitivos como la transformacion dentro
del registro fraccional y las conversiones de presentacion decimal a fraccional. Este
tipo de funcionamiento cognitivo debe promoverse en la ensefianza de la matematica
para una adecuada conceptualizacion de un objeto matematico, como es el caso de

los niimeros racionales.

2.4.2.7 Aprender a ensefiar, representacion del nimero racional

Llinares y Sanchez (1997) en el estudio analizan las caracteristicas de la
comprension de las fracciones y ntimeros racionales en estudiantes de formacion
magisterial de educacion primaria. Plantean una doble relacion, primero, la forma en
que comprende una nocidn matematica determina el tipo de tareas y representaciones
que usa en la ensefianza; y segundo, estudiar si una determinada representacion

puede ampliar la comprension del conocimiento matematico.

La investigacion tuvo como objetivo particular, “analizar las caracteristicas de la

forma de comprender los contenidos matematicos de la Ensefianza Primaria que
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dichos estudiantes traian al programa de formacion y cémo esas caracteristicas
influyen en lo que se aprende” (Llinares y Sanchez, 1997, p. 15). La finalidad fue
caracterizar el conocimiento pedagogico y los factores que influyen en su generacion
y desarrollo, contextualizado en el dominio de las fracciones y nimeros racionales.
El andlisis se centra en el conocimiento que sobre las fracciones poseen los
estudiantes para profesor de primaria, con relacion al uso de diferentes sistemas de

representacion.

La problematica se traduce en las siguientes interrogantes: ;cuales son las
caracteristicas de la conexion de los simbolos matematicos para las fracciones y los
referentes graficos o concretos?, ;qué influencia ejerce el sistema de representacion
utilizado en la realizacion de diferentes tareas con fracciones? y ;cual es el origen del

significado de los procesos de equivalencia y orden con las fracciones?

El estudio se fundamenta en la teoria de Hiebert (1988) sobre el desarrollo de la
comprension del significado de los simbolos y procedimientos matematicos como

esquema analitico para interpretar los datos.

El estudio se realizé en un grupo de estudiantes voluntarios de la Diplomatura de
Magisterio. Los datos proceden de la aplicacién de cuestionarios, entrevistas

estructuradas y andlisis con profundidad de casos.

Los resultados de sus indagaciones con relacion a las caracteristicas de la

comprension de la relacion de equivalencia de fracciones fueron:

- Los estudiantes tienen dificultades entre la conexion de los referentes
concretos con los procesos de obtencion de fracciones equivalentes al
nivel de simbolos.

- Se encontr6 dificultades en relacion con los modos de representacion y
los simbolos al nivel de procedimientos. Esta dificulta se concretiza en
que los estudiantes conocian procedimientos simbolicos para encontrar
una fraccion equivalente (a/b = ak/bk), pero tenian dificultades para

traducir este proceso en un “nivel concreto”.
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Los hallazgos referentes a los procedimientos en el ambito de simbolos y
su influencia en la comprension de los nimeros racionales, el significado
que se atribuye a los simbolos matematicos proceden en muchas
ocasiones del nivel de formalizacion matematica, y estd vinculado
parcialmente al aspecto simbodlico y manejo sintactico.

Los estudiantes para profesor respecto a la flexibilidad, entendida como la
habilidad para cambiar el significado asociado a los conceptos
matematicos con relacion a las caracteristicas de la tarea y/o el sistema de
representacion utilizado, presentan dificultades de comprensién porque
no es compatibles el significado dado a la fraccidn, las caracteristicas de
la representacion y la tarea a realizar.

Se observa dificultades en lo que Hierbert denomin¢ la “traslacion a la
fuente del significado”, cuando no se puede representar en el nivel de lo
concreto lo operado en el nivel de los simbolos. Cuando no existe esta
traslacion a la fuente del significado se imposibilita el pensamiento
recurrente.

La formalizacion matematica y la falta del proceso recurrente de
comprension imposibilita una comprension del significado concreto, no
visualizando la estrecha relacién entre el nivel de formalizacion y los
niveles interiores mas intuitivos mostrando dificultades para modelar
concreta y graficamente.

En conclusion el proceso de “folding back™ permite realizar la integracion
de los significados que conlleva a una comprension cabal del objeto
matematico y la posibilidad de transitar entre diversas representaciones,
utilizando diferentes significados implica la capacidad de flexibilidad del
docente en formacion.

La caracterizacion de la comprension de los estudiantes para profesor
indica que la formacion inicial de los profesores debe incidir en la
influencia de los simbolos sobre la comprension, el origen del significado
de las reglas, y la flexibilidad del conocimiento para lograr una

comprension del objeto matematico.
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- El docente en formacion necesita conocer la funciéon que desempena los
diferentes sistemas de representacion y su uso para que los nifios valoren
adecuadamente la informacion y seleccionar la idoneidad de una

representacion frente a otra de los nlimeros racionales.

2.4.2.8 Sistemas de representacion de numeros racionales positivos

Situado en un contexto de formacion de maestro de educacion primaria Gairin
(1999) investiga el problema ;de qué modo se puede modificar los conocimientos
sobre los niimeros racionales de los estudiantes para maestro? Los objetivos de la
investigacion que contempla la dimension formativa son: primero, explorar
dificultades y potencialidades que presenta el trabajo en los numeros racionales
positivos para estudiantes de maestros de primaria, utilizando una propuesta
didactica; segundo, establecer relaciones entre los conocimientos de los futuros
profesores sobre la propuesta didactica y el desempefio de determinadas tareas como

profesionales.

En la investigacion se utilizan tres variables: modelo de aprendizaje, sistemas de
representacion y comprension del conocimiento matematico. Para Gairin un modelo
es un facilitador de la aprehension sensorial de hechos y relaciones matematicas
mediante la manipulacion. En este estudio se propone un modelo para dar significado

a los nlimeros racionales positivos.

El estudio se sustenta en la teoria de la comprension matematica de Hierbert y
Carpenter (1992), los registros de representacion semidtica de Duval. Usa las
representaciones externas para caracterizar el grado de comprension del estudiante.
Segtin Gairin para un adecuado aprendizaje no sélo es suficiente manipular simbolos,
sino también, implica interpretar situaciones matematicas, cuantificar, visualizar,
coordinar sistemas estructuralmente interesantes y, principalmente, utilizar un
lenguaje especializado, simbolos, esquemas, graficos y otros sistemas de

representacion.

Gairin pretende mejorar la comprension de los numeros racionales positivos

coordinando los sistemas de representacion denominados polindmico unitario y
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polindbmico decimal. El manejo de estas representaciones mejorara la comprension

del objeto matemadtico en cuestion.

La investigacion se desarrolla en dos etapas: En la primera etapa se utiliza la
metodologia de la Investigacion-accion. Esta le permite reflexionar sobre la practica
educativa y mejorar la comprension del nimero racional a través de una indagacion
introspectiva colectiva. En la segunda etapa la metodologia de la entrevista
semiestructurada tuvo la finalidad determinar la utilidad de la propuesta de
enseflanza sobre expresiones fraccionarias y decimales. Estas entrevistas permiten
analizar como los futuros profesores resuelven trabajos profesionales de deteccion de

errores y concepciones inadecuadas.

Como resultado se encontré que cuanto mas débil es la comprension del modelo
por parte de los estudiantes mas deficiente es la deteccion de los errores cometidos
por los escolares. En tanto el estudiante tenga solida comprension mayor sera las

explicaciones que puede brindar a los escolares sobre el origen de los errores.

Los resultados confirmaron las hipoétesis, la viabilidad de la propuesta didactica
incrementa las conexiones entre las notaciones fraccionarias y decimal de los
nimeros racionales positivos. En el proceso se ha observado que los docentes en
formacion son resistentes al tratamiento por que ellos estdn habituados a la
aplicacion de técnicas de calculo antes que a la evaluacion semdantica de las
expresiones matematicas que manipula. De la misma forma respecto a la segunda
hipdtesis, se confirma la relacion entre los conocimientos matematicos que poseen
los futuros maestros y su actuacion profesional, en el sentido de que a un mayor y
mejor dominio conceptual le corresponde una mayor competencia en determinadas
tareas profesionales. Lo que significa que si los futuros profesores no tienen una
buena comprension del objeto matematico, tanto mayor serd las deficiencias para

detectar las dificultades que poseen los escolares.
2.4.2.9 Profesores y sus saberes de numeros fraccionarios

Ferreira (2005) entiende que las dificultades en el aprendizaje de los nimeros

fraccionarios estan ligados a la formacion profesional y practica docente. Los
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objetivos de su investigacion son: Observar las concepciones de numeros
fraccionarios que los profesores movilizan cuando se proponen ensefiar ese
contenido a niflos de 5ta serie, y buscar estrategias de formacién que propicien
ambientes de reflexion preparando acciones formativas, basados en una organizacion
matematica que promueva el andlisis didactico de investigaciones sobre concepcion
de numero fraccionario. Con estos objetivos pretende responder las interrogantes:
(qué organizacion didactica construyen los profesores para la ensefianza de niimeros
fraccionarios para la 5ta serie de Ensefianza Fundamental durante su formacion? ;es
posible encaminar profesores de matematica a la reflexion que posibiliten cambios en
las concepciones que tienen de sus alumnos proporcionandoles un nuevo lugar en las

instituciones escolares?

Luego de una revision historica de la génesis del numero racional, realiza un
estudio epistemologico de los numeros fraccionarios que posibilite esquematizar una
posible conceptuacion de los nimeros racionales. Ferreira (2005) en su estudio
adopta el término de numero fraccionario para estudiar una clase de fracciones, a/b
con b # 0 donde, el numerador y denominador pueden ser un numero real o una
expresion polindmica. Respecto a los significados, Ferreira discute una organizacion
matematica de los nimeros racionales para la formacion docente en el cual, propone
tareas asociadas a los cinco significados del nimero fraccionario como medida,

cociente, razon, operador y parte-todo.

El estudio fue cualitativo, la base empirica se asoci6 a la accion de resolucion del
problema de ensefianza de numeros fraccionarios. El investigador y profesores
participaron de modo cooperativo activamente y los profesores estuvieron
involucrados en la elaboracion de una secuencia didactica para la ensefianza de
fracciones. Esta metodologia se apoya en las orientaciones de Thiolent (2003) citado
por Ferreira (2005). El método permitié una mejor aproximacion al problema central
de la investigacion y acceder a informacion que de otra manera hubiera sido dificil

conseguir.

Los resultados revelan respecto a la primera interrogante que la organizacién

matematica es rigida y se basa fundamentalmente en la concepcion parte-todo en
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contextos de uso de superficies. Por otro lado, el concepto de razon es utilizado como
sinonimo de division con predominio de la regla de tres simple, justificada por
raciocinios algebraicos apoyados en nociones de proporcionalidad. Con relacion a la
segunda pregunta, se constaté que el profesor puede mostrar considerables cambios
en su concepcion que tiene de sus alumnos, adoptando métodos de ensefianza

flexibles e interactivos dando al alumno el papel de sujeto que aprende.

Al inicio los profesores creian que una revision de contenidos seria suficiente
para subsanar la falta de interés que impedia el nuevo aprendizaje. Pero durante el
desarrollo del proyecto se observd cambios positivos de actitud tanto con relacion a
sus alumnos como al contenido. En algunos docentes se observo que en el proceso
del proyecto posibilitaban un trabajo mds autonomo a los estudiantes en la

construccion de sus conocimientos.
2.4.3 El Numero Racional en el Curriculum Peruano

En este punto se realiza consideraciones sobre los estdndares curriculares de
National Council of Teachers of Mathematics y los dispositivos curriculares del
sistema educativo peruano, concretamente revisamos los programas curriculares del
curso o area de matematica con el objetivo de analizar la evolucion del contenido
matematico: Los niimeros racionales en los programas de 1982 hasta la actualidad.
Para esto se organiza un cuadro comparativo que identifica el dispositivo legal que
dispone la implementacion del programa curricular, se detalla los contenidos
especificos del nimero racional, ademas se describe las capacidades, objetivos y
pautas metodoldgicas que se pudo encontrar en estos documentos Anexo A.2.2. Al
final se hace una recension sobre la transposicion didactica de los elementos de la
noosfera de Chevallard, que fundamenta la realizacién del andlisis de los libros de

texto de matematica.

2.4.3.1 Los estandares curriculares para el aprendizaje ensefianza de los

numeros racionales

Los Principios y Estandares para la Educacion Matematica, elaborado por la

federacion norteamericana de sociedades de profesores de matematica, el National
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Council of Teachers of Mathematics (NCTM. 2000), describen lo que la ensehanza
matematica deberia lograr que los estudiantes conozcan y hagan. Asi respecto a la
ensefianza de los nlimeros racionales para etapa 6-8 que corresponde a la escolaridad
de sexto de educacion primaria, primero y segundo de secundaria del sistema

educativo peruano, se propone como expectativa los siguientes:

- Trabajar flexiblemente con fracciones, decimales y porcentajes para resolver
problemas.

- Comparar y ordenar fracciones, decimales y porcentajes con eficacia, y encontrar
su situacion aproximada en la recta numérica.

- Comprender y utilizar razones y proporciones para representar relaciones
cuantitativas.

- Comprender el significado y los efectos de las operaciones aritméticas con
fracciones.

- Utilizar las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion y la
multiplicacion, la distributividad de la multiplicacion respecto a la adicion, para
simplificar calculos con enteros, fracciones.

- Seleccionar y aplicar los métodos y herramientas apropiadas en cada situacion
para calcular con fracciones.

- Desarrollar y analizar algoritmos para calcular con fracciones y desarrollar fluidez
con ellos.

- Desarrollar, analizar y explicar métodos para resolver problemas relacionados con
las proporciones, como usar escalas y hallar razones equivalentes. (NCTM. 2000,

p. 218)

En esta etapa de la escolaridad los alumnos deben ser habiles en el trabajo con
fracciones, el trabajo de ensefanza aprendizaje debe basarse en los conocimientos
previos con las fracciones y experiencias de la vida diaria. La destreza con los
nimeros racionales debe alcanzarse conjuntamente con otros contenidos del
curriculo. La comprension de los numeros racionales pasa por la manipulacién de
diferentes representaciones, ya sean pictoricas, graficas en la recta numérica y
simbolicas, tal como lo recomienda Duval (1995). Asi, los estandares que establece

son:
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Una solida comprension de las diferentes formas de representar las
fracciones, los decimales y los porcentajes, es la esencia de la flexibilidad al
trabajar con niimeros racionales. En los niveles 3-5, los estudiantes debieron
aprender a generar y reconocer formas equivalentes de fracciones, decimales
y porcentajes, al menos en los casos sencillos. En los niveles medios, y con la
base de estas experiencias, deberian llegar a ser diestros en el uso de las

fracciones, los decimales y los porcentajes. (NCTM. 2000, p. 219)

En esta etapa de la escolaridad los estudiantes deberian de ampliar y consolidar
su repertorio de significados, representaciones y usos del ntimero racional positivo.
Si bien el estudiante hasta ahora conoce los significados de la fraccion como medida,
cantidades, partes de un todo, localizacion en la recta numérica y division indicada,
debera también ser capaz de resolver problemas relativos a razones, tasas y operador.

(NCTM. 2000).
2.4.3.2 Disposiciones curriculares oficiales del Sistema Educativo peruano

El Sistema Educativo peruano en las ltimas décadas ha experimentado multiples
reformas, concretamente el Programa Curricular del Area de Matemética se ha
modificado varias veces en los ultimos veinte afios. En este numeral se presenta una
breve descripcion historica de los cambios en los planes de estudio de acuerdo a los

documentos oficiales del Ministerio de Educacion (M. E.).

En el siguiente cuadro se enumera los diferentes dispositivos curriculares que
normaron el programa curricular del nivel de educacion secundaria, especificamente
el curso o 4rea de matematica del primero y, en ocasiones, del segundo grado. Se
detalla los contenidos especificos del tema Los NUmeros Racionales, ademas, donde
se pudo encontrar informacidon, se describe las capacidades, objetivos y pautas

metodoldgicas que proponen estos documentos.
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Tabla 2.1
Disefios y Programas Curriculares del Contenido “Numeros Racionales™
Perd 1982-2005

Grado Dispositivo Legal

Primero R.M. N° 0667-2005
Disefio Curricular Nacional de la Educacion Bésica Regular.
Proceso de Articulacion.

Primero R. M. N° 019-2004.
Programa Estratégico Nacional de Desarrollo Curricular.
Disefio Curricular Bésico

Primero Reconocido por el MED-2002
Disefio Curricular Basico de Educacion Secundaria de Menores.
Una Nueva Secundaria

Primero y Segundo | Reconocido por el MED-2001
Disefio Curricular Basico de Educacion Secundaria de Menores (Adolescentes)
Propuesta curricular experimental.

Primero Resolucion Ministerial N° 0178-1993-ED.

Programa Curricular del Primer Grado de Educacién Secundaria de Menores.
Primero Aprobado por el MED-1989.

Programa de Matematica para el Primer Grado de Secundaria
Segundo R.M. 0043-82-ED.

Programa Curricular de Matematica

Las ultimas propuestas curriculares parten de la concepcion de educacion como
un proceso sociocultural permanente y sistematico dirigido al perfeccionamiento y
realizacion del ser humano, buscando que en el proceso educativo se logre
aprendizajes que desarrollen capacidades y actitudes. En este marco plantea la
competencia: “Interpreta, formula y resuelve problemas de la vida cotidiana
utilizando técnicas y formulas al aplicar métodos apropiados que involucran datos y
contracjemplos utilizando numeros racionales, desarrollando comunicacion,
razonamiento y conexiones matematicas y manifestando confianza, flexibilidad y
perseverancia”. (M. E. Disefio Curricular, 2001, p. 57). En las Orientaciones
Metodologicas se destaca la importancia de la matematica, no por la naturaleza de
los objetos con los que se trabaja, sino las relaciones que puedan establecerse con
dichos objetos. Y enfatiza que el aprender matematica significa entender y usar la
matematica a través de la resolucion de problemas, el hecho que un estudiante pueda
memorizar formulas y aplicar algoritmos y técnicas de resolucion de problemas y

proporcionar respuestas correctas no implica comprension matematica.

La matematica es una obra humana en permanente construccién, como resultado

de un proceso historico-cultural en el que los aspectos formales y deductivos
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corresponden a una faceta de ella. El aprendizaje de la matematica debe contribuir a
la formacion integral del educando desde las perspectivas cognitiva, instrumental,
estético, ludico, ético, cultural y principalmente comunicacional. La comunicacion
ayuda a los modos de argumentacion, las distintas formas de expresion matematica —
numérica, grafica, geométrica, logica, algebraica y probabilistica- ganando asi el
educando en precision y rigor, se explica que el lenguaje matematico ayuda a los
estudiantes a desarrollar sus habilidades para formular argumentar convincentemente
y para interpretar y representar ideas matematicas en forma verbal, grafica o

simbolica (M. E. Disefio Curricular, 2001).

El tratamiento de los niimeros requiere una comprension y tratamiento mas
amplio, que no puede limitarse inicamente al dominio de las operaciones basicas y
las destrezas operatorias con expresiones algebraicas. Actualmente los educandos
tienen que tener la capacidad de interpretar los nimeros, razonar con conjuntos de
variables interrelacionadas, y de crear e interpretar de manera critica métodos para
modelizar los fenémenos. Sera necesario desarrollar capacidades para identificar
relaciones criticas en situaciones nuevas y expresarlas en una forma simbdlica
eficaz. Las habilidades requeridas para describir e interpretar informaciéon
cuantitativa estructurada, sacar inferencias y probar la plausibilidad de las
conclusiones, se encuentran principalmente en la comprension de las propiedades
fundamentales de los sistemas numéricos y en la vinculacidén entre estos sistemas
matematicos y la vida real, asi como en la generalizacion del razonamiento

aritmético al algebra. (M. E.. Disefio Curricular Basico 2002)

2.4.4 Evaluacién Nacional del Rendimiento Estudiantil 2004

En la Evaluacién Nacional de Rendimiento Estudiantil 2004, se exigié como

nivel suficiente a los estudiantes del tercer grado el siguiente:

Los estudiantes ubicados en este nivel resuelven situaciones problematicas
rutinarias y no rutinarias que demandan elaborar una secuencia de hasta tres
operaciones aritméticas o utilizar la proporcionalidad directa con numeros

racionales en su representacion decimal.
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Estos estudiantes manejan adecuadamente las operaciones combinadas con
numeros enteros respetando el orden jerarquico de dichas operaciones y se estan
iniciando en la comprension de los nimeros racionales. Unidad de Medicion de

la Calidad Secundaria del Ministerio de Educacion (UMC. 2004, p. 52).

La prueba revela que los estudiantes presentan limitaciones en el calculo de

operaciones aritméticas combinadas con nimeros naturales, enteros y racionales.

Las sugerencias metodoldgicas de la Unidad de Medicion de la Calidad del
Ministerio de Educacion respecto a los numeros naturales es que, se debe trabajar
« . . . . :

en primer lugar, con los racionales positivos, reforzando la equivalencia de las
distintas representaciones: como fraccion, como numero decimal, como grafico, o

como porcentaje” (p. 92).

La UMC recomienda también, que a través de situaciones intra y extra
matematicas se debe hacer hincapié en situaciones problematicas, en las propiedades
de orden, densidad y relaciones de equivalencia. Ademads, la UMC recomienda
desarrollar los siguientes significados: la fraccion en si como parte-todo, como
cociente entre dos nimeros (como una division indicada), como razén y finalmente,

como operador (p. 92).

Asimismo, recomienda el uso de las representaciones graficas con el objetivo de
promover comprension significativa de la nociéon y evitar el entrenamiento o

aprendizaje memoristico.
2.4.5 Manuales de Difusion de la Matematica

En los textos de difusion de la matematica se encontraron diferentes orientaciones
en la presentacion del nimero racional. Asi, en un texto del afo 1980, se presenta la

perspectiva de la Matematica Moderna por ejemplo:
Introduccién a la Teoria de Conjuntos de Oubina (1974)

“El ndmero racional. Sea Z el conjunto de los ntimeros enteros y Z’ el conjunto

de ZxZ compuesto por los pares enteros (a, b) tales que b=0. La relacion en Z°
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definida por (a, b) ~ (c, d) si y solo si a.d = b.c, es una clase de equivalencia.
Convendremos en designar con a/b a la clase de equivalencia del par (a, b)eZ’.
Por definicion se llama “nimero racional” a cada clase de equivalencia de los
elementos de Z’. Al conjunto cociente Z’/~ se lo designa con K se lo llama

“conjunto de los niimeros racionales” Oubina. (1974, p. 132).

Si bien la matemdatica moderna incursiona en la escuela media junto con el
‘slogan’ de J. Dieudonné jAbajo Euclides! con la intencidon de criticar la ensefianza
de la geometria axiomatica al estilo iniciado por Euclides, ésta fue puesto al dia por
Hilbert, con un éxito casi inmediato en la educacidon universitaria, pero su incursion
en la educacion basica (secundaria) estuvo invadido de insuficiencias tanto desde la

estructuracion de los contenidos como desde la metodologia que la asistia.

Frente al fracaso de la matematica moderna se alzaron diferentes propuestas
pedagbgicas para la ensefianza de las matematicas, entre ellas esta el enfoque
constructivista, cognitiva, social culturalista, etc. Sin embargo, cada uno de estas
propuestas presenta limitaciones que se estdn cubriendo con el desarrollo de la

disciplina cientifica Didactica de la Matematica.
2.5 FENOMENOLOGIA DEL NUMERO RACIONAL

En este apartado presentamos informacion referente a la fenomenologia del
conocimiento matematico, en general, y del nimero racional, en particular. Se revisa
la metodologia y teorias desarrollados por Freudenthal (1993), Puig (1997), y
Gallardo y Gonzales (2006). En una segunda parte, se revisa el conocimiento
académico o saber sabio, Chevallard (1991) respecto al nimero racional, también, se
hace una revision del desarrollo histérico con la finalidad de comprender la

fenomenologia historica que se adjudica a las fracciones.
2.5.1 Andlisis Fenomenoldgico del Conocimiento Matematico

En este apartado se resefia la teoria sobre la fenomenologia del conocimiento
matematico desarrollado por Hans Freudenthal y su método. Asimismo, revisamos

la perspectiva del analisis fenomenologico desde la vision de Luis Puig, ademas de
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discutir la naturaleza de la matematica como constituciéon de objetos mentales frente

a la adquisicion del concepto.

2.5.1.1 El método de Hans Freudenthal

Para Freundenthal (2001) la fenomenologia es la antitesis entre el noumenon
(contenidos o estructuras matematicas, objeto de pensamiento) y el phainomenon. Es
lo que se adquiere como categoria cuando tenemos experiencia de ellos. De este
modo, los objetos matematicos son noumenon; asi por ejemplo, los nimeros
racionales pertenecen a ésta categoria, pero, los significados del numero racional son

phainomenon.

Trabajar con los significados del niimero racional implica manejar conceptos,
estructuras e ideas matematicas; estos elementos organizan los fendmenos. Asi una
ilustracion iconica de la fraccion %2 ayuda a organizar el uso de los significados del
nimero, en este caso como par ordenado (a, b) a, b € Z x Z-{0}, o como el fendmeno
de la medida, razon, contexto de reparto y operador, del numero racional se organiza
mediante un par de nimeros enteros como se aclaro mas arriba. Asi Freudenthal
remarca “La fenomenologia de un concepto matemdtico, de una estructura
matematica o una idea matematica significa en mi terminologia, describir este
noumenon en su relacion con los phainomena para los cuales es ¢l medio de

organizacion” (p. 1).

Si se presta atencion a como se adquiere la relacion noumenon y phainomenon
en un proceso de enseflanza aprendizaje entonces se estara hablando de la
fenomenologia didactica de ese noumenon en tanto que la fenomenologia genética
estd interesado en la observacion de las relaciones en el proceso de crecimiento

cognitivo.

Seglin recomendaciones de Freudenthal (2001) el material necesario para una

fenomenologia didactica de los numeros racionales sera:

1) El conocimiento matematico de los numeros racionales.

2) Sus aplicaciones.
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3) Su historia.

4) Analisis de libros de texto.

5) La experiencia de los didactas en el desarrollo de los nlimeros racionales en
la mente de los estudiantes.

6) Indagaciones sobre los procesos reales de la construccion de ntmero
racional y la adquisicion de conceptos matematicos relativo al objeto en

cuestion.

Para Freudenthal la adquisicion de conceptos y la constituciéon de objetos
mentales son dos procesos distintos que tienen sus caracteristicas particulares. Asi, si
se quiere estudiar el concepto de numero racional de Bourbaki o Birkhoff y
MacLane (1954), se intenta comprender qué es lo que estos autores tienen en mente
cuando utilizan el concepto numero racional. En comparacién con el concepto de
numeros racionales que pueda manejar un estudiante de educacion primaria o una
comerciante de papas, interesara averiguar sobre lo que saben acerca de los nimeros
racionales y como lo utilizan. En esta descripcion se percibe un doble significado de

la palabra ‘concepto’.

Si se desea que algun alumno de educacidon primaria tenga un concepto de
nimero racional concebido, y si se ensefia o se intenta ensefiar el concepto de
numero racional como campo, se inculca este concepto. Es evidente que no se tendra
éxito. Por esta razon, se intentara materializar el concepto. Como sefiala Freudenthal
debera ser “embodied” (concretizar), es decir, “ensefar abstracciones haciéndolas
concretas”, y a pesar que el ensefiante realice varios “embodiments” para alcanzar el

objetivo, el concepto de nimero racional serd muy pobre.

Para tener éxito Freudenthal propone que para ensefiar el concepto de numero
racional en vez de comenzar por el concepto serd preferible buscar fenomenos que
puedan compeler al estudiante a constituir el objeto mental que estd siendo
materializado por el concepto de nlimero racional. En este sentido la fenomenologia
didactica tiene la tarea de organizar los fenémenos ligados, en este caso, al numero

racional.
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El autor aclara que la constitucion de los objetos mentales antecede a la
adquisicion de conceptos; incluso, si no se llegara a la adquisicion la constitucion
puede ser altamente efectivo duradero y definitivo. Se debe recordar que vemos los
noumenon en primer lugar como objetos mentales y s6lo secundariamente como
concepto. La aproximacion al conocimiento por adquisicion de conceptos se inicia
con la presentacion del concepto y solo luego las aplicaciones. En tanto que la
aproximacion por constitucion de objetos mentales se principia por la organizacion

de los fenomenos y en seguida se construye el objeto mental, es decir, el concepto.

2.5.1.2 Analisis fenomenoldgico en la vision de Luis Puig

Segun Puig (1997), el andlisis fenomenoldgico se ocupa de la naturaleza de los
objetos matematicos y de la practica matematica y consecuentemente de la naturaleza

de la actividad para propiciar en el estudiante una genuina experiencia matematica.

La interpretacion del andlisis fenomenoldgico que realiza Puig tiene dos
sentidos: primero, concierne a la naturaleza de los objetos matematicos y de la
practica matematica promoviendo espacios de genuina experiencia matematica para
el alumno; segundo, el andlisis fenomenoldgico debe establecer los objetivos de la
educacion matemadtica y en expresion de Freudenthal es la constitucion de objetos

mentales versus la adquisicion de conceptos.

El analisis fenomenologico de una estructura matematica es describir cuéles son
los fendmenos para los que es el medio de organizacion y establecer las relaciones
entre la estructura y los fendmenos. En el anélisis de los fenomenos se debe describir
la totalidad de los fenémenos para los cuales es asi, considerando los fenémenos para
cuya organizacion fue creado al inicio y a qué fendmeno se extendié posteriormente.
La descripcion del concepto con los fenémenos debe exhibir la manera como actua

sobre el fendémeno como medio de organizacion y de que poder nos dota sobre ellos.

A diferencia de Freudenthal, Puig sustituye el término noumenos por ‘medio de
organizacion’, o sea la funciéon de los conceptos cuando se considera en su relacion
con los fendmenos, y entiende que fendmeno es el objeto de la experiencia

matematica. Los medios de organizacion de los fendémenos son tomado a su vez
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como objeto de experiencia, este par ‘fendmeno/medios de organizacion’ estdn en
permanente interaccion dinamica y se dan saltos de cambio, asi los medios de
organizacion de un par pasan a ser fendmenos del siguiente. Luego, hacer

fenomenologia es describir una de esas series o una de sus partes.

Segun Freudenthal los tipos de fenomenologia son cuatro:

- Fenomenologia: Se trata de los fendémenos que estin organizados en las
matematicas tomadas en su estado, momento y uso actual. Aqui los conceptos
o las estructuras matematicas se tratan como productos cognitivos.

- Fenomenologia didactica: Intervienen los fenémenos del mundo de los
alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefianza. Aqui los
conceptos o estructuras matematicas se tratan como procesos cognitivos.

- Fenomenologia genética: Son los fendmenos relacionados al desarrollo
cognitivo de los aprendices.

- Fenomenologia histérica: Se estudia los fendmenos para cuya organizacion se

cred el concepto y como se extendio a otros fenomenos.

La secuencia de los distintos tipos de andlisis fenomenologico para describir una
fenomenologia didactica, segun Freudenthal, es la siguiente: fenomenologia pura,

historica, didactica y finalmente, fenomenologia genética.

La naturaleza de la matematica

Los conceptos matemdticos son medios de organizacion de fendmenos del
mundo. Como la tarea de la fenomenologia es indagar, analizar los conceptos
matematicos y cudles son los fenémenos que organiza, los fendémenos que
consideramos en el andlisis apenas si son del tipo que se trata a partir de los analisis
concretos que realicemos; es decir, los fendmenos que son organizados por los
conceptos matematicos son fendomenos del mundo real, fisico, cotidiano, sus

propiedades, las acciones que se realiza sobre ellos y las propiedades de las acciones.

Los conceptos matematicos no estan en otro mundo, uno ideal, ni es anterior a la

actividad matematica, estos se ubican en nuestro mundo de experiencias. Para
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Freudenthal, en el proceso de creacion de objetos matemdticos como medio de

organizacion, estos se convierten en objetos que se situan en el campo de fenémeno.

Asi, los objetos matematicos se incorporan al mundo de las experiencias en el que
entran como fendmeno en una nueva relacion fendémenos / medios de organizacién
en la que se crean nuevos conceptos matematicos y asi este proceso se repite una y
otra vez, (Puig. 1997). Este proceso iterativo de produccion de objetos matematicos
se da cada vez en un nivel mas abstracto. Estos conceptos matematicos creados se
ubican en el mundo de experiencias que se puede percibir a través de los sistemas de

signos en que se expresan.

Puig distingue dos tipos de signos en los textos matematicos; primero los
“artificiales” o propios de la matematica; y segundo, los signos de alguna lengua
verndcula. Pero lo importante no es esto, sino el estudio de los procesos de
significacion y produccion de sentido. En consecuencia postula un determinado
sistema de signos es decir un “sistema matematico de signos”, ya que en este sistema
matematico de signos muchos de ellos carecen de naturaleza lingiiistica. Puig no usa
en su analisis la pareja ‘significante/significado’ como postula Sausssure, sino
prefiere la propuesta de Eco o Barthes, por eso usa el par ‘expresion/contenido’ de un

signo o una funcion semioética del signo.

La interpretacion del par ‘expresion/contenido’ del signo que hace Puig es
coherente con la relacion fenémenos / medios de organizacion. “El signo que tiene
un componente de expresion y contenido, se situa en la relacion de ser la expresion
de un contenido al que remite o que implica” (Puig, 1997, p. 68) asi por ejemplo, una

expresion primigenia esta compuesto de una expresion y un contenido.

Los sistemas matematicos de signos ademas de permitir organizar los fendmenos
creando los conceptos, también capacitan, permite realizar nuevas acciones sobre los
objetos matemadticos, que son acciones matemadticas no arbitrarias. Estas acciones
estan sugeridos por los sistemas matematicos de signos mas abstractos, es decir,
estos sistemas abren nuevas perspectivas de desarrollo matematico con capacidades

cada vez mads superiores.
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Los conceptos matematicos se crean en el proceso ‘fendmeno/medios de
organizacion’, y estos no son inmutables, sino que se modifican como consecuencia

de su uso y de los nuevos sistemas matematicos de signos en que se describen.

Constitucién de objetos mentales frente a adquisicion de conceptos

Para Freudenthal desde la perspectiva de la didéctica, el objeto de la accidn
educativa matematica basica es la constitucion de objetos mentales y solo después,
de manera temporal y en importancia, la adquisicion de conceptos, esto como
consecuencia de considerar a las personas que aprenden y usan matematica primero y
luego, la disciplina o conjunto de saberes, historico, social y culturalmente

establecidos.

Puig describe en términos semidticos las diferencias entre objeto mental y

concepto tomando como pretexto el nimero racional.

El conjunto de contexto en que se usa el numero racional, puede ser contexto de
etiqueta (pagina 1 de 10 1/10), contexto de medida, contexto de comparaciéon o de
razon, contexto de reparto, contexto matematico o de operador, contexto de parte-
todo. Este conjunto de contexto constituye el campo semantico de “ntmero”
formados por todos los significados culturalmente establecidos. El significado
enciclopédico de niimero posibilita identificar el contexto en que se usa el numero
permitiendo al receptor del mensaje adoptar la restriccion semantica que establece el
contexto y asi poder interpretar el mensaje de la forma correcta. El sujeto usuario del
texto no se mueve en el conjunto enciclopédico sino tiene un campo semantico

personal, a esto Freudenthal llama “objeto mental nimero”.

La riqueza fenomenolodgica del nimero se logra cuando se supera los contextos
de uso mundano de los nimeros que se ubica en los niveles mas bajos y se toma en
consideracidn otros contextos como por ejemplo el contexto matematico. Los objetos
mentales se constituyen en cadenas fendmenos / medios de organizacion alcanzando

niveles de desarrollo cada vez superiores.
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2.5.1.3 La vision fenomenoldgica en Gallardo (2004)

Gallardo (2004) entiende “por andlisis fenomenoldgico de un conocimiento
matematico a la descripcion de todas las situaciones susceptibles de poder resolver
con, o en las que tiene sentido utilizar, ese conocimiento matematico.” (p. 150). En
este sentido el andlisis fenomenologico seria el analisis de las situaciones. Ademas,
entiende por situacion las tareas problematicas surgidas de la experiencia a las que el
estudiantes se enfrenta en diferentes contextos. Dado el objeto matematico las
fracciones como numero racional, el analisis situacional consistira en determinar esa
situaciones en las que el empleo del significado pertinente se hace legitimo y

contribuye a la obtencion de la solucion.
2.5.2 Claves fenomenoldégicas del Numero Racional

Puig (1997) senala que los conceptos de nimero natural, entero y racional son
distintos; ademas, el objeto mental nlimero se constituye para organizar fenémenos
de naturaleza diversa. El conjunto de todos los usos posibles en los diferentes
contextos compone el campo semantico de nimero y lo que un sujeto experimenta
para constituir su propio objeto mental de ‘niimero’. Puig sostiene que la adquisicion
de los conceptos de numero sélo se logra a través de buenos objetos mentales y de
recortes de ese campo semantico, y ademas estos objetos metales relativos al numero
se sigue desarrollando permanentemente. Asi, por ejemplo, el nimero racional no
solo se usa en contextos de la vida cotidiana, percibidos por un nifio, sino que
también se pondrd en contacto en los siguientes niveles educativos, con otros
contextos matematizados hasta llegar al concepto algebraico de nimero racional que

se alcanza en la educacion superior.
2.5.2.1 Fenomenologia del numero racional segun Freudenthal

Una fraccion es una expresion o representacion de un niumero racional. Asi varias

19 2+3

20 5+5

expresiones fraccionarias ( %, 2, ) representan al numero racional, el objeto

matematico. Cada uno de estas expresiones fraccionarias como dice Freudenthal
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“tiene una vida propia”, las fracciones son el recurso fenomenologico del nimero

racional.

El término fraccidon evoca la fractura o quebramiento que hay. También se les
llama numeros quebrados. En tanto que el nimero racional evoca la razén como

proporcidon de medidas.

En el tratamiento de este capitulo 5 “Fracciones”, Freudenthal se propone el
objetivo de presentar las fracciones en su completa riqueza fenomenologia. En sus
observaciones metodoldgicos se propone prestar atencion al cien por ciento de los
fenémenos y organizarlos demasiado sistematicamente corriendo el riesgo de llegar a

la simplificacion con el consiguiente entorpecimiento de la tarea fenomenologica.

Para Freudenthal, las fracciones en el lenguaje cotidiano se presentan como:.

La fraccion como fracturador

Se entiende la accidon de dividir, fracturar en forma irreversible o reversible o
meramente simbdlico y que la igualdad de partes como requisito sea estimada al ojo
o por tacto. Dentro de la tarea de dividir en partes iguales es relevante observar la

comparacion entre las porciones.

Las fracciones como comparador

Las fracciones sirven para comparar objetos que se separan uno de otro. La
comparacion se realiza de acuerdo con ciertos criterios directos e indirectos. Dentro
de los modelos de comparacion se pueden distinguir: modelo de la relacion razén y

modelo del operador razon.

2.5.3 Historia de la Fracciones

La revision historica sobre el origen de las fracciones explora los aportes de las
culturas mesopotamica, egipcia, griega y otras quienes desarrollaron la idea de
fraccion unitaria. La introduccion de las fracciones sexagesimales, la utilizacion de

fracciones unitarias y sexagesimales por los griegos, ademads, del reconocimiento de
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las contribuciones de otras culturas como la china e hind{, permitieron cristalizar el

concepto de niimero racional en la modernidad.

El concepto de nimero natural es el mas antiguo que la humanidad conoci6, sus
origenes se pierden en la oscuridad de la prehistoria. Mientras que las fracciones
racionales, se desarrollaron relativamente mas tarde, segiin los vestigios historicos
data de dos mil afios antes de la era cristiana. Su origen no obedece a causas sociales
relacionados con los sistemas elaborados para los numeros enteros. Aparentemente

en las sociedades primitivas no tenian necesidades de usar fracciones, (Boyer, 1996).

El concepto de fraccion desarrollado a través de la historia, ha tenido que pasar
miles de afios para llegar a conceptuarlo con el nivel que hoy conocemos. Las
fracciones se llamaron en un principio “rotos” y después “quebrados”, esta ultima
sustantivacion aun hoy subsiste. Recientemente se ha anadido al denominador la

terminacion genérica avos.
2.5.3.1 Los babilénicos y la nocion de fraccion

La civilizacion babilénica de Mesopotamia reemplazd a las civilizaciones
sumeria y acadia. Los babilonios heredaron el sistema de numeracion de los
sumerios y de los acadios. El sistema numérico de estos predecesores era de base 60,
es decir, el sistema sexagesimal. Sin embargo, ni el sistema acadio ni el sumerio eran
posicionales, el mérito de los babilonios fue indudablemente el logro en el desarrollo

del sistema numérico posicional.

Los babilonicos usaron un sistema mixto en la lectura numérica (posicional y
aditivo) y en la base 60y 10. La base 60 dificultaba la memorizacion de las tablas y
por ello editaron gran nimero de tablas. Los babilonios usaban un sistema de
fracciones sexagesimales similar a nuestras fracciones decimales. Por ejemplo, si
escribimos 0,125 entonces tenemos 1/10 + 2/100 + %1000 = 1/g. Andlogamente, la
fraccion sexagesimal babildnica 0;7,30 representaba o + 30/3600, que en nuestra

notaciodn resulta también 1/g.
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Las fracciones eran utilizadas con frecuencia por los babilonios, porque aparecen
diversos casos de fracciones de multa en el Codigo de Hamurabi (1694 a.C.), como
también en el estudio de la astronomia, Ptolomeo de Alejandria en el afio 150
explica, en su obra “El Almagesto”, su preferencia por las fracciones sexagesimales

antes que las fracciones utilizadas por los griegos.

2.5.3.2 Las fracciones en el antiguo Egipto

Henry Rhind, ciudadano inglés, adquiri6 en Luxor un largo papiro de més de
cinco metros de longitud, que por versiones de los vendedores habia sido encontrado

en una estancia cercana al Rameseum.

El papiro Rhind es uno de los documentos mas antiguos sobre matematica, tiene
aproximadamente 4000 afios, cuyos datos parecen indicar que esta copia corresponde
a los afios 1585-1542 a. C. durante el Segundo Periodo Intermedio. En su

introduccion el autor Ahmes, escribe lo siguiente:

Razonamiento exacto para averiguar las cosas y el conocimiento de todas las
cosas, misterios... todos los secretos. Este libro esta escrito en el afio real 33,
mes 4 de Akhet, Rey del Bajo Egipto, Awserre, Vida dada, a partir de una
copia antigua hecha en el afio del Rey del Alto Egipto, Nymatre. El escriba

Ahmose escribe esta copia.

Este documento refiere la costumbre egipcia de expresar toda fraccion en una
suma de fracciones de numerador uno. Asi, la fraccion % se escribia como la suma
de dos fracciones de numerador uno: 2 + % . Los datos historicos permiten afirmar
que los egipcios so6lo sabian operar con fracciones de numerador uno, por esa razéon

se reducia unicamente a este tipo de fraccion.

Al contar s6lo con fracciones unitarias el escriba no necesitaba representar por
escrito la fraccidn como un par de nimeros, tal como hicieron los arabes con el
'nimero roto'. Para indicar que se estaba tratando de fracciones se dibujaba, en el
sistema jeroglifico, el simbolo del 'ro', definido como 1/320 de heqat de grano, esto

denota un significado preciso de la fraccion. Bajo este simbolo se colocaba el
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denominador escrito del modo usual como tal cantidad numérica. Dentro de este
esquema existian dos excepciones: la mitad tenia un simbolo propio, una especie de
U inclinada. Algo similar sucede con el 2/3, la fraccion excepcional, que mostraba o
bien un simbolo de ro con dos palos desiguales debajo o el mismo simbolo

atravesado por una U invertida con dos brazos desiguales.

2.5.3.3 Las fracciones en la cultura china

Segtin Carl B. Boyer, los chinos mucho mas antes que los griegos y romanos ya
conocian un sistema de numeracion posicional y ademés podian hacer célculos con

fracciones.

No podemos considerar completa nuestra descripcion del sistema de
numeracion chino sin hacer referencia al uso de las fracciones. Los chinos
conocian bien las operaciones con fracciones ordinarias, hasta el punto de que
en ese contexto hallaban el minimo comiin denominador de varias fracciones.
Al igual que hacian en otras materias, también establecian aqui analogias con
los distintos sexos, refiriéndose al numerador como “el hijo” y al
denominador como “la madre”; el énfasis generalizado en toda la cultura
china sobre los principios del yin y del yang (opuestos entre si, especialmente
en el sexo), hacia mas facil seguir las reglas para manipular fracciones. Boyer

(1996, pp. 263 - 264)

El hecho historico mas importante de las fracciones chinas es su decimalizacion.
Al igual que en la cultura babiloénica los sistemas de medida basicamente
sexagesimal produjeron un sistema de numeracion posicional de base 60, de la
misma manera los chinos desarrollaron “una idea directriz decimal en los pesos y
medidas dio como resultado el que se impusiera el habito decimal en el manejo de las
fracciones, que puede rastrearse, segun se dice, tan lejos en el tiempo como el siglo

XIV a. C.” (Boyer, 1996, p. 264)
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2.5.3.4 Las fracciones en la cultura griega

Segun Boyer (1996), es probable que los griegos se nutrieran de los aportes
matematicos egipcios, los griegos adoptaron las fracciones unitarias para legarlo a
los romanos. Mientras que los babilonios y egipcios incluyeron los numeros enteros
y fraccionarios en el dominio numérico, en Grecia la palabra nlimero se aplicaba s6lo
a los numeros enteros positivos. Boyer apunta “A las fracciones no se las
consideraba como entidades unicas, sino como una razoéon o relaciéon entre dos
numeros enteros” (p. 83), esta forma de concebir las fracciones es mas parecida a la
matematica “moderna”. Euclides escribe en los Elementos (V.3), “Una razon es una
cierta relacion con respecto al tamafio de dos magnitudes del mismo tipo” (p. 83); de
acuerdo con Boyer la nocion “razén” centrada en la conexion entre pares de
numeros, tiende a poner el énfasis en los aspectos racionales o teoricos del concepto
de numero y no en el papel del nimero como herramienta para el calculo o para la

aproximacion en la medida.

De acuerdo con Whitehead (1944), los griegos consideran las fracciones en su
significado de razon. Asi, un griego sostendria que una linea de dos metros de
longitud, guarda relacion a una linea de tres metros, una razoén de 2 a 3; lo que
actualmente diriamos que, una linea es los dos tercios de la otra en longitud, y

considerariamos a los dos tercios como un multiplicador numérico.

2.5.3.5 Las fracciones en el mundo arabe, el caso de Al-Kashi

Al-Kashi (ca. 1436) en Samarcanda, hizo construir Ulugh Beg un observatorio
astrondmico. Desde alli Al-Kashi desarrolld la matematica que escribid, tanto en
arabe como en persa, mostrando exactitud en el calculo. Fue el primero en utilizar las
fracciones decimales en el calculo de muchas cifras exactas. Pero para el célculo
sistematico de raices continuas utiliz6 las fracciones sexagesimales. Se cree que
adoptd los aporte de los chinos para su practica de utilizaciébn de fracciones
decimales. Al-Kashi es un personaje histérico de la matematica, muy importante en

la difusion de las fracciones decimales.
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2.5.3.6 El Liber Abaci de Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa (1180-1250), conocido como Fibonacci vividé en una época de
disputa entre algoritmistas y abacistas. En ese contexto escribe el Liber Abaci (libro
del abaco) un tratado de problemas algebraicos, en ¢l se difunden los numerales
hindt-arabigos, describe las nueve formas hindues, junto con el signo 0 que en arabe
se llama “zephirum”. En el Liber Abaci, Fibonacci utiliza la barra horizontal en la
notacion de las fracciones, claro que ésta ya se usaba en Arabia, pero solo llegd a

generalizarse en el siglo XVI.

Fibonacci, en la explicacion de procesos algoritmicos para la solucion de
problemas de transaccion comercial, utilizé un complicado sistema de fracciones al
calcular los cambios de moneda. El tipo de fracciones utilizadas por Fibonacci son
las fracciones comunes, sexagesimales y unitarias, pero nunca decimales. De estas

tres preferia las fracciones comunes y unitarias.

2.5.3.7 Francois Viéte en la Europa Occidental

Frangois Victe (1540-1603), su aporte en aritmética se debe a la defensa del uso
de las fracciones decimales en vez de las sexagesimales. En su obra Canon-

mathematicus de 1579:

Los sexagesimales y los sesenta han de ser usados raramente o nunca en la
matematica, mientras que los milésimos y los miles, los centésimos y los
cientos, los décimos y los dieces, y las progresiones semejantes, ascendentes
y descendentes, deben usarse frecuente y aun exclusivamente. (En Boyer

1996, p. 386).
2.5.3.8 Simon Stevin y la popularizacion de las fracciones decimales

Simén Stevin de Brujas (1585), hace una propuesta consistente a favor de las
fracciones decimales, el uso de la escala de base 10 para las fracciones, lo mismo que
para los enteros. Si bien las fracciones decimales tienen sus primeros vestigios en la
antigua China, Arabia medieval y Europa renacentistas, Stevin, a través de su libro

De Thiende (o “El décimo”) popularizé las fracciones decimales entre la gente
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corriente y los matematicos que se ocupaban de trabajos practicos. Stevin se propuso
la tarea de ensefiar a todo el mundo, con detalle y de manera muy elemental, los
calculos necesarios de la vida diaria por medio de enteros sin fracciones,

analogamente a la forma de medir el tiempo en minutos y segundos.

2.5.3.9 La organizacion de los pueblos a partir del S. XVI

En la era de la industrializacion de los metales y la textileria, época en que las
primeras maquinas daban lugar a una gran produccién ademds de los primeros
bancos; los calculos eran necesarios para todos los ciudadanos. Pero no se podia
ensefiar a todos el manejo de las fracciones, ni se podia pretender en esos tiempos,
que el mas simple empleado supiese verificar la exactitud de su paga al final de su
jornada, debiendo hacer calculos con una moneda, cuyo submultiplo era el sueldo y
el dinero que recibia era una fraccion de éste. Surge asi la necesidad cotidiana del

namero decimal.

2.5.4 Conocimiento Académico del NUumero Racional

En este apartado hacemos una revision de libros que tienen titulo de algebra,
algebra moderna, algebra abstracta y otros con la finalidad de hacer una revision del

concepto de nimeros racionales desde el saber académico.

2.5.4.1 Introduccién de los nUmeros racionales

Asi como los enteros surgen de la necesidad de dar solucién a la ecuacion,
b+x=a, cuando a es menor que b; de la misma manera, se determina el conjunto de
los niimeros racionales de la necesidad de encontrar solucidén a la ecuacion bx=a,
cuando a y b son enteros con b #0. A estos los llamaremos “niimeros racionales” ya

que se escribe como “razon”. (Burton, 1969)

2.5.4.2 Los numeros racionales como campo

Los enteros solos no forman un campo; la construccion de los nimeros racionales
a partir de los enteros es esencialmente la construccion de un campo que contenga a

los enteros. Naturalmente, este campo deberd, ademads, contener las soluciones a
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todas las ecuaciones bx=a con coeficiente enteros a y b = 0. Este conjunto que
satisfaga estas necesidades se consigue, introduciendo “ciertos simbolos” nuevos
r=(a, b), a los que se llamara pares, estos pares se pueden sumar multiplicar e igualar

exactamente como los cocientes a/b en un campo. (Birkhoff y MacLane, 1954).

Teorema: El conjunto Q de numeros racionales estd constituido por todos los

pares (a, b) de enteros ay b #0. (p. 48)

Teorema: El conjunto Q de nimeros racionales r, construido por pares de
enteros, es un dominio de integridad en el que cada ecuacion rx=1 con r=0 tiene una

solucion X en Q. (p. 49)

Para Herstein (1974) el conjunto de los ntimeros racionales es “el campo Q de los
nimeros racionales que consiste de todas las fracciones formadas con enteros; es
decir, todos los cocientes m/n, donde m, n#0 estan en Z”. (p. 171). Ademas, “Sea D
un dominio integral y S = {(a, b)/a,be D,b = O}; de manera que S es el subconjunto
de DxD —el producto cartesiano de D consigo mismo- en el que no se permite que la

segunda componente sea cero”. (p. 171).

El cuerpo de los racionales para Rojo (1986) se define asi:

Consideramos: ZXZ~ = {(a, b)y/acZ AbeZ” } donde Z° =Z -10¢ el conjunto

de los enteros no nulos.
EnZxZ" definimos la siguiente relacion:
(a,b) ~(@’, b’) <ab’=ba’
Esta relacion es de equivalencia y verifica las propiedades de reflexividad,

simetria y transitividad.

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una particion

* . . 4 :
de Zx Z en clases de equivalencia, cada una de las cuales se llama nlimero racional.

La clase de equivalencia de un elemento genérico (a, b) es

Kas =106 Y) € Zx Z*/(x,y) ~ (a,b)}
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Se tiene (X, Y) ~(a,b) = bx=ay
En particular
Koo = {6 Y) €Zx Z*ly =2x}={(x2x)/x e Z"}

donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta

Ky =t (-2,74),(-1,-2),(1,2),(2,4),3,6),......}

Es claro que, dado un elemento de ZxZ  , sus equivalentes se obtienen

multiplicando ambas componentes por todos los enteros distintos de cero.

Definicion: Numero racional es toda clase determinada por la relacion de

equivalencia definida en ZxZ'.

Conjunto de los nimeros racionales es el cociente de ZxZ por la relacion de

equivalencia: 5_ ZxZ* . Rojo, A. (1986, p. 295)

2.6 COMPONENTES EPISTEMOLOGICOS DEL NUMERO
RACIONAL

En este numeral se realiza una precision de los términos concepto, significado,
signo y una aproximacion al termino ‘fracciéon’ desde el lenguaje espafiol;
seguidamente, se aclara la nocion del concepto del aprendizaje contextual, para
luego, discutir los diferentes significados que admite el namero racional,

especificamente su representante el numero fraccional.

El componente epistemoldgico estudia la naturaleza del nimero racional desde la
caracterizacion de sus significados en educacion matematica y de la descripcion de
sus principales representaciones externas, caracterizacion que se sustenta en la teoria

de los registros de representacion semidtica de Duval. R. (1995).
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2.6.1 Significados del Numero Racional

2.6.1.1 Concepto, significado, signo”

Como en el estudio se usa los términos concepto, significados, acepcion y signo,
sera necesario hacer algunas precisiones que ayuden a la comunicacion escrita. De
acuerdo al diccionario de la lengua espafiola el término concepto es la representacion
simbodlica de una idea abstracta y general. Tiene como sinénimos, significacion o

nocion.

El vocablo significado es un adjetivo que denota lo conocido, importante,
reputado, parte fundamental, junto al significante del concepto de signo lingiiistico.
Designa la idea o representacion mental de lo nombrado, es decir, lo que se significa
de algiin modo. (Diccionario Océano, 2000). El termino es sindénimo de acepcién, o
sea, es el significado en que se toma una palabra o frase. En tanto que significacion
es el sentido de una palabra o frase, en la lingliistica tradicional, equivale a

significado, sentido, contenido semantico, etc., objeto que se significa.

El signo es la cosa que evoca en el entendimiento la idea de otra. Término con el
que la moderna lingiiistica define la asociacion de un significante y un significado.
Asimismo, es una sefial que se usa en los célculos para indicar la naturaleza de las

cantidades o las operaciones que se han de ejecutar con ellas.

El estudio del signo tiene su origen en Saussure. Este presenta el signo lingiiistico
como una entidad psiquica que une un concepto (significado) y una imagen acustica
(significante). Segln €1, el signo se caracteriza por su arbitrariedad, su necesidad y su
inmotivacion. Hjelmslev, del Circulo lingiiistico de Copenhague, considera que el
signo lingliistico se compone de tres infraestructuras; forma (fonologia y fonética),

funcion (sintaxis y morfologia) y significacion (semantica y lexicologia).

" Diccionario Enciclopédico lustrado (2000) Océano UNO. Grupo Editorial

Océano Barcelona Espaiia.
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2.6.1.2 Aproximacion conceptual al termino “Fraccion”

Seglin la Real Academia de la Lengua Espafiola: fraccion es “Division de una
cosa en partes. Cada una de las partes o porciones de un todo con relacion a ¢€1”.
Matematicamente es un “Numero quebrado decimal, aquel cuyo denominador es la

unidad seguida de ceros” (Diccionario Océano 2000).

Para mayor precision es necesario hacer una distincion entre la palabra fraccion y
fragmento, este ultimo se refiere absolutamente a las cosas, como por ejemplo, un
fragmento de un libro. El fragmento es sustancia. En tanto la fracciéon es numero,

parte, division, la fraccion esta en la aritmética, en el calculo. (Barcia 1944).

Roque Barcia precisa que la fraccion es artificial: “supone cierta division
estudiada, una operacion hecha por nosotros; un algo que el objeto no tenia que
nosotros se lo hemos dado” (p. 230). Al dividir un objeto en tres partes, el objeto es
la unidad que la dividimos en tres partes. Cada parte es una fraccion de la unidad, o
lo que a ello equivale, que cada una de las tres porciones es una fraccion del objeto,

el término fraccion indefectiblemente nos refiere a la idea de division.

Las acepciones anteriores de fraccion hacen referencia a la correspondencia de
division de un todo con el termino fraccion. Pero lo que llama la atencion es que
cada uno descuida un aspecto de relevancia capital: la division del todo en partes

iguales.

A continuacidon veamos lo que presenta el Diccionario de Términos Matematicos.
Para Garcia (1992), la palabra fraccion viene del latin “fractio fractionis”, que
significa “romper”, “cosa rota”, “fraccion indica que una unidad se ha hecho el
numero de partes iguales que indica el denominador, y de ellas se han tomado las que
indica el numerador”. Es interesante remarcar que la palabra fraccion es entendida
como una division “no efectuada o que no se puede efectuar” o parte o porcion de un
todo, como “cociente indicado entre dos nimeros enteros a y b, de los que el segundo

debe ser distinto de cero”(p. 75).
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De la revision terminologica de la expresion ‘fraccion’ en los diccionarios, se

desprende que esta relacionado al significado de parte-todo y la acepcion de cociente.

2.6.1.3 Contexto y significados del nimero racional

Para Vergnaud (1987) el contexto es entendido como una situacion problematica
o un fendémeno que da sentido a un concepto. Para Vygotsky, 1962, el contexto es
importante para la ensefianza y el aprendizaje de cualquier contenido, y debe tenerse
en cuenta la influencia de el contexto. En Educacion Matematica, Roth (1996)

plantea tres diferentes sentidos para el término “contexto”:

Primero, los problemas de matemadtica poseen un texto. Se refiere a todo
conocimiento adicional necesario para la comprension del problema matematico. La
interpretacion del problema matematico y del texto va depender de la experiencia y

conocimientos previos que tenga el individuo.

Segundo, se refiere a algunos fenomenos del mundo, que pueden ser modelados
de una forma matematica particular. Cuando los estudiantes se apropian
significativamente del concepto en relaciéon con un fendémeno, este puede ser

considerado el contexto que intervino en la elaboracion del significado del concepto.

Tercera, el contexto estd ligado a la nociéon de ambientes y situacién. Son
constituyentes del contexto situaciones sociales, fisicos, historicos, espaciales y

temporales que forman la base para las actividades de aprendizaje.

En nuestro estudio adoptamos el concepto de contexto de Roth. Sobre todo se usa
la palabra contexto siempre que se refiere a fenomenos, lugares fisicos (ambientes),
la situacion problematica o situaciones diversas que incluyan practicas matematicas.
Examinar el “contexto” es fundamental para la investigacion, ya que a partir de ¢l se
plantea algunas interpretaciones del comportamiento en el aprendizaje y
comprension de los significados del nimero racional. El “contexto” esta
estrictamente relacionado con el estudio de los significados de las fracciones que se
presenta en diferentes situaciones problemadticas, asi se tiene los “contextos de

medida”, o “contexto algoritmico cuando se entiende la fraccion como operador” o
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“contexto de reparto o cociente” y los problemas enmarcados en el “contexto de

razon”.

2.6.2 Los Significados de la Fracciones en la Educacion Secundaria

Para Gairin y Sancho (2002), los niimeros tienen una importancia social y
cultural, asi su inclusion en el curriculo de matematicas de la educacidén escolar
primaria y secundaria es debido a su “interés fenomenoldgico y conceptual”. la
construccion del concepto de numero racional cognitivamente es un proceso largo de
articulacion integral de conocimientos, conceptos, nociones y significados que se

enumera seguidamente:

- Dominio del sistema de nimeros naturales.

- Comprension del dominio integridad de los nlimeros enteros.

- Introduccion de nueva especialidades simbolicas.

- Operaciones y propiedades (clase de equivalencia entre otros).

- Representaciones que hay que acomodar a una variedad de nuevos
significados.

- Estudian las relaciones entre los sistemas de representacion.

- Comprender la estructura algebraica de grupo multiplicativo, lo que implica
dotar de significado al inverso de un numero.

- Comprender la nocion topolédgica de densidad de los racionales.

Enunciar la definicion de los niimeros racionales como una estructura algebraica
campo o cuerpo donde la fraccion a/beQ y a, b € Z, cuando b#0; no siempre
denota una comprension integral del nimero racional. Si no, es necesario analizar los
diferentes significados que entrafia una fraccidn como representante del numero

racional.

En opinidn de Gairin, J, Sancho el nimero racional tienen los significados como
“parte-todo”, “cociente”, “medida”, “razén” y “como operador”. Aparentemente, el
significado parte-todo esta omnipresente en los demas significados. Posiblemente por
esta razon la interpretacion parte-todo se utiliza para la introduccion de la nocidn de

numero fraccional en el aula. Como se constata en los textos escolares y anteriores
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investigaciones, el aprendizaje casi exclusivo de la interpretacion parte-todo puede
convertirse en una obstaculo para un posterior aprendizaje de los demas significados.
Esto se producird siempre que se priorice esta interpretacion en detrimento de los

demas.

2.6.2.1 Significados del numero racional en su representacion fraccional

Las diferentes investigaciones (Berh, et al., 1983; Kerslaske, 1986; Lesh, et al.,
1983; Kieren, 1976 y Dienes, 1972) que cita Llinares y Sanchez (1988), concluyen
que para que el nifio pueda conseguir una comprension amplia y operativa de todas
las ideas relacionadas con el concepto de fraccion se debe plantear las secuencias de
ensefianza de tal forma que proporcione a los nifios la adecuada experiencia con la
mayoria de sus interpretaciones. Este aprendizaje se logra en largos periodos de
escolaridad, asi se tiene su presencia desde el segundo ciclo de educacion primaria (9
afios) hasta el primer grado de educacion secundaria (12 afios) en forma explicita
como contenido a ser tratado en el aula; pero, eso no implica que luego se la deja de
estudiar, mas aun, se sigue utilizando la nociéon de fraccion durante la educacion

secundaria en el estudio de otros contenidos.

La identificacion y caracterizacion de los contextos que hacen significativa la
nocioén de fraccidn, las interpretaciones principales de los significados del numero
racional que realiza Gairin y Sancho (2002) y Llinares y Sanchez (1988) en base a
los trabajos de T. Kieren (1976), Behr, et al. (1983), Dickson, et al. (1984) y son:

1. Significado Parte-Todo

Este significado se da cuando existe la division de una unidad en partes iguales
de las que se “destacan” algunas. Las partes en que se ha dividido la unidad lo
indica el denominador de la fraccién, mientras que las partes que se destacan estan
indicadas por el numerador. La relacion “parte-todo” se presenta cuando un “todo”,
continuo o discreto, se divide en partes “congruentes”. La fraccion indica la relacion
que existe entre un numero de partes y el nimero total de partes. El todo recibe el

nombre de unidad. Gairin y Sancho (2002). En esta interpretacion la expresion a/b
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representante la situacion en que un todo o unidad se ha dividido en b partes iguales

de las que se consideran a de dichas partes.

Cuando se ubica fracciones en la recta numérica a la fraccion a/b se le asocia un
punto situado sobre ella, aqui implicitamente se realiza la asociacion de un punto con
una fraccion, donde cada segmento unidad se divide en "b" partes (o en un multiplo
de b) congruentes, de las que se toma "a". También se puede considerar como un

caso particular de la relacion parte-todo.
2. La fraccion como cociente.

El nimero racional como “cociente”, a/b representa una situacion de reparto, en
la que se trata de conocer el tamaiio de cada una de las partes que resulta de distribuir

a unidades en b partes iguales. (Gairin y Sancho 2002)

Bajo esta interpretacion se asocia la fraccion a la operacion de dividir un niimero
natural por otro distinto de cero (division indicada a/b), o bien, dividir una cantidad
en un numero de partes dadas en un contexto de reparto. Kieren (1980) “senala la
diferencia entre la interpretacion parte-todo con la de cociente; Indica que, para el
alumno que esta aprendiendo a trabajar con fracciones, el dividir una unidad en cinco
partes y tomar tres (3/5) resulta muy distinto del hecho de dividir tres unidades entre

cinco personas, aunque el resultado sea el mismo”.

Las situaciones de reparto se presentan en contextos de magnitudes continuas y
discretas. A diferencia de la interpretacion parte-todo, los alumnos realizan de mejor
manera las reparticiones en contextos discretos que en contextos continuos. Esto
siempre que el numerador sea multiplo del denominador. Caso contrario se “torna”

una situacion de contexto discreto en continuo.

Esta interpretacion sirve para introducir los niimeros racionales con rango de
“numero” y romper el concepto de que solo los naturales son nimeros. En esta
interpretacion se considera que las fracciones tienen un doble aspecto; primero, se
distingue la fracciébn como una division indicada; y segundo, como elemento de un

cuerpo cociente. Se considera las fracciones como los elementos de una estructura
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algebraica, es decir, como elementos de un conjunto numérico

Q - { 2 aczbez-{0 }} que representa la solucion de la ecuacion b . x =a .

Segun Kieren (1975) “esta interpretacion de las fracciones (ntimeros racionales)
como elemento de un cuerpo (estructura algebraica) no ésta estrechamente vinculado
al pensamiento natural del nifio al desarrollarse de forma deductiva las operaciones y

propiedades”.
3. Las fracciones en la medicion

Segun Bishop (1999) medir es una actividad “universal” e importante para el
desarrollo de ideas matematicas y se ocupa de comparar, ordenar y cuantificar
cualidades que tienen valor e importancia. Asi la medida de cantidades de magnitud
es una actividad importante, tanto asi que este universo origind los nimeros

racionales.

Este significado surge cuando al medir una longitud la unidad no cabe un numero
entero de veces en ella, ésta puede fraccionarse para obtener una medida mas precisa.
La necesidad de fraccionar la unidad de medida permitié la emergencia natural del
significado parte-todo, la unidad de medida debia ser dividida en sub unidades de
medida para garantizar la realizacion. Esta acepcion es consecuencia de la necesidad
de medir longitud, superficie, cardinalidad, peso y comunicar las medidas. La
fraccion a/b indica fraccionar la unidad de medida en b sub-unidades iguales y que es
necesario colocar a sub-unidades, reiteradas veces, para completar la cantidad de

magnitud del objeto a medir.

En esta situacion el todo, sea continuo o discreto, se divide en partes
“congruentes”. La fraccion indica la relacion que existe entre un niumero de partes y
el namero total de partes. La relacion parte-todo es intrinseca a la interpretacion de la
fraccion como medida. De los contextos continuo y discreto de la fraccion como
parte-todo la que presenta mayor dificultad es del contexto discreto, “se fuerza a que

el nifio amplie su esquema de la relacion parte-todo”
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El nimero racional como “medida” plantea la necesidad de medir la longitud de
un segmento AB tomando como unidad de medida la longitud de un segmento CD,
que no estd incluido un nimero entero de veces en el segmento AB. En términos
generales se puede decir que la fraccion como medida responde a la necesidad de
medir una magnitud tomando como unidad de medida otra magnitud de la misma
naturaleza que la anterior que no esta incluido un niimero entero de veces en ella.
El objeto a medir no siempre sera una longitud, puede ser un area, el tiempo, masa,

etc. (Gairin y Sancho 2002)

4. La fraccién como razon

El nimero racional como “razén” a/b no representa la particion de ningun objeto
o cantidad de magnitud, sino la relacion que existe entre dos cantidades de
magnitud, la comparacion entre los cardinales de dos conjuntos, o la comparacion
entre una cantidad de magnitud y el cardinal de un conjunto. La comparacion se
establece entre las cantidades que expresan el numerador y el denominador y, por
tanto, el orden en que se citan las magnitudes que se estan comparando es esencial.
La comparacion entre cantidades que indica la fraccion ha de entenderse como el
tanto por uno, es decir, como la cantidad de la magnitud a que se refiere el
numerador que corresponde a cada unidad de la magnitud considerada en el

denominador (Gairin y Sancho 2002).

La fraccion tiene significado de razoén cuando lo que se simboliza con ella es la
relacion entre dos cantidades o conjuntos de unidades. En esa interpretacion, la
nocién de par ordenado de nimeros naturales toma mucha importancia. En una razén
el primer elemento o sea el dividendo o numerador, se llama antecedente, y el

segundo elemento, o sea el divisor o denominador se llama consecuente.

La fraccion como indice comparativo entre dos cantidades de una magnitud es
una relacion parte-parte o todo-todo, que se denota asi a/b. En esta interpretacion es
importante fijarse en la bidireccionalidad de la comparacion se puede leer: A es a/b
respecto a B 6 B es los b/a con relacion a A. Luego podemos concluir que en la

interpretacion de la fraccion como razon esta implicito la relacion todo-todo o parte-
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parte y en la frontera de la diferencia se puede comprar el todo con la parte o la parte

con el todo como una razon.
5. Las fracciones como operadores

El significado de operador de la fraccion permite que actlie sobre una situacion,
o estado inicial, para modificarla y conseguir un estado final. Por tanto, se puede
interpretar a la fraccion como una funciéon de cambio. El trabajo con operadores
conecta las fracciones con las propiedades algebraicas de multiplicacion inversa y
de identidad de elementos, y con propiedades del andlisis como son los de

composicion de funciones. (Gairin y Sancho 2002.)

En esta interpretacion la fraccion actuia como un transformador, nimero que
provoca cambios a través de una sucesion de multiplicaciones y divisiones, o a la
inversa. Esta interpretacion puede ser relacionada a la nocion de funcion. Ante la
siguiente situacion; “En el saléon A de 36 alumnos 2/3 deben ser nifas. Y si en el

salon B son 42, ;cuantas nifas hay en cada salon?” se puede interpretar como la

funcion: ¢ (x) = 2.
3

La fraccion como porcentaje, es un caso particular de la fraccion como operador,
asi la relacion que se establece entre un niimero y 100 recibe el nombre particular de
porcentaje. Por regla general, los porcentajes tienen asignado un aspecto de
‘operador’, es decir, al interpretar ‘el 40% de 25’ se concibe ‘actuando la fraccion

40/100 sobre 25°.
2.6.2.2 Los Significados de la fracciones Castro, E. y Torralbo, M.

Para Castro y Torralbo (2001) los nimeros tienen una importancia social y
cultural, asi, las fracciones son entes que se asocian a la accion de medir, objetos a
los que se les puede dar tratamiento matematico. Las fracciones permiten la
comparacion de dos cantidades de magnitud y expresan con mayor exactitud la

medida.
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Segin Castro y Torralbo (2001), una de las distintas interpretaciones de la
fraccion, de acuerdo a unos contextos es la relacion parte-todo, este significado es el
mas intuitivo y mas cercano a los niveles escolares en los que se introduce el
concepto, y por eso es el medio mas idoneo para introducir las fracciones en la

escuela.

Otra interpretacion es la fraccion a/b como cociente de enteros, la division a entre
b. Se origina cuando se tiene la necesidad de resolver la ecuacion b . x = a, donde a 'y
b son primos entre si. La representacion X = a/b permite representar una division, o

reparto entre el numerador y el denominador.

El significado de razon denota la relacion entre dos cantidades o conjunto de
unidades. También se la conoce como la relacion parte-parte, o se puede presentar la
situaciéon de comparacion de todo-todo. En el uso del significado de razén de las
fracciones es posible invertir el sentido de la comparacion, por ejemplo, la relacion
de bolas negras y rojas es de 7 a 4 (7/4) 6 la relacion de bolas rojas y negras es de 4 a

7 (4/7), estas dos comparaciones son correctas.

El significado de la fraccion como operador es un transformador cuando actlia
sobre una situacion o estado inicial, para modificarlo y conseguir un estado final.
Esta modificacion se realiza a través de la multiplicacion de la cantidad de magnitud

por el numerador y una division por el denominador.

2.6.2.3 Significados institucionales y personales de las fracciones

Gonzales y Arrieche (2005), caracterizan los significados institucionales y
personales de las fracciones en el contexto de la educacion basica. Para ello parte de
la interrogante ;por qué los alumnos no adquieren las destrezas necesarias para
consolidar el aprendizaje de las fracciones? y proponen el objetivo de determinar los
significados institucionales y personales puestos en juego en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las fracciones en la educacion béasica. Asumen el supuesto tedrico
que la ensefianza de las fracciones se basa principalmente en el fraccionamiento de la

unidad y en la aplicacion de las propiedades, en menoscabo de la variedad de
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situaciones que son consecuencia de los demds significados que puede atribuirse a

las fracciones; significados de medida, razon, cociente y operador.

Otra base teorica se subsidia en el modelo tedrico semidtico-antropoldgico para la
investigacion en didactica de la matematica de Godino y Batanero (1994). Segun ésta
el significado se concibe como el sistema de practicas (operativos o discursivos)
manifestados por una persona en el seno de una institucidon para resolver un campo
de problemas matematicos. Ademas de esta teoria se adopta la nocion de objeto
matematico de Godino (2003) y la nocion de praxeologia matematica que desarrollan

Chevallard, Bosch y Gascon (1997).

Dentro de los significados institucionales y personales de la fraccion se clasifican

segiin Godino (2003) en tres:

1. Institucional, significados de referencia: informacion obtenida de los libros de
texto, fuentes de filosofia e historia de la matematica

2. Institucional, significados implementados: conocimientos transmitidos por los
profesores en el aula.

3. Significados declarados en el aspecto personal: conocimientos mostrados por

los estudiantes en las respuestas a un examen.

2.6.3 Representaciones Matematicas

En este subtitulo se reune informacidn sobre el concepto de representacion, desde
la perspectiva tedrica de Raymond Duval (1995), ademas la orientacion sociocultural
de la representacion (Radford 1999). En una segunda parte revisamos los conceptos
de visualizacion y modelo de Castro et al. (1997), la imaginacion (Skemp, 1980), los
simbolos (Skemp 1980, Hiebert 1988) y algunos antecedentes e investigacion que se

hallaron sobre la representacion del niimero racional.

2.6.3.1 Semantica del término representacion

La revisiobn semantica de término “representacion” bosqueja las siguientes
significaciones: es la “imagen o idea que sustituye a la realidad” (Diccionario

Océano UNO 2000), es “hacer presente una cosa con palabras o figuras. Ser imagen
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o simbolo de una cosa, o imitarla” (Diccionario Sopena 1977). En conclusion,
representar es hacer presente una cosa de forma abreviada y simbolica gréfica.
(Garcia 1992). La  representacion es algo que mantiene una relacion de
representacion con otra cosa. Rosental y Iudin (1995) en su Diccionario de Filosofia

define la nocién de representacion en los siguientes términos.

Imagen generalizada sensorialmente evidente de los objetos y fendémenos de
la realidad; se conservan y reproducen en la conciencia sin que los propios
objetos y fendmenos actien directamente sobre los érganos de los sentidos. En
la representacion del ser humano, se fija y se conserva lo que objetivamente se
convierte en patrimonio de los individuos gracias a la actividad practica.
Aunque es una forma del reflejo sensorial del individuo, la representacion en el
hombre se halla indisolublemente vinculada a significaciones socialmente
elaboradas, es mediada por el lenguaje, esta llena de contenido social y es
siempre captada por el pensamiento, por la conciencia. La representacion
constituye un elemento necesario de la conciencia, pues vincula sin cesar la
significacion y el sentido (significacion y sentido) de los conceptos con las
imagenes de las cosas, a la vez que permite a la conciencia operar libremente

con las imagenes sensoriales de los objetos (p. 401).

Ferrater (1985) distingue diferentes acepciones del término representacion y

considera cuatro sentidos:

1. La representacion es la aprehension de un objeto efectivamente presente.
(percepcion).

2. La representaciéon es la reproduccién en la conciencia de percepciones
pasadas. (“representaciones de la memoria” o recuerdos).

3. La representacion es la anticipacion de acontecimientos futuros, a base de la
libre combinacién de percepciones pasadas.(imaginacion).

4. La representacion es la composicion en la conciencia de varias percepciones

no actuales. (se habla en este caso de imaginacion y a veces de alucinacion).

Desde la optica psicoldgica, el Diccionario de Pedagogia y Psicologia (1999)

define la representacion como:
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Forma de estructurar la informacion almacenada en la memoria a largo plazo.
Las representaciones son las estructuras del conocimiento que subyacen a los
procesos cognitivos. Una representacion es una imagen de una cosa o proceso
en la conciencia humana independiente de la presencia corporea de lo
representado, que queda almacenado en la memoria de un individuo, a partir
de una percepcion previa. La representacion implica una construccion de la
realidad en términos conceptuales. Se asimila asi el término de representacion
al término pensamiento y hace referencia a la capacidad de diferenciar y
coordinar significantes y significados. Para Piaget, la representacion
constituye la capacidad de evocar, por medio de un signo o imagen simbdlica,
el objeto ausente o la acciéon aun no realizada. La representacion comienza
cuando hay simultdneamente diferenciacion y coordinacion entre

significantes y significados” (p. 289).
2.6.3.2 Primeras aproximaciones a los sistemas de representacion

Bruner (1984), ha distinguido tres tipos basicos mediante los cuales el hombre
representa sus modelos mentales y la realidad. Primero, el sistema enactivo como
procesos sensoriales y motores de los experimentos fisicos; en este sistema las
demostraciones se hacen mediante predicciones y experimentos. Este tipo de
representacion ocurre marcadamente en los primeros afos de la persona. Segundo, el
sistema iconico consiste en representar cosas mediante una imagen o esquema
espacial independiente de la accion, corresponde a las experiencias visuales
espaciales que incluyen las representaciones iconicas, el trazado e interpretacion de
graficos y diagramas y los experimentos mentales; en este sistema se producen
demostraciones visuales genéricos sobre imagenes concebidas como prototipos que
no solo representan un caso particular sino todos los de la misma clase. Y tercero, la
representacion simbdlica, consiste en representar una cosa mediante un simbolo
arbitrario que en su forma no guarda relacion con la cosa representada, el sistema
simbodlico correspondiente a las descripciones de objetos y de relaciones entre
objetos; en esta categoria se consideran las demostraciones euclidianas, definiciones

de objetos, las deducciones de relaciones, las demostraciones formales.
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2.6.3.3 Raymond Duval: sistemas de registros de representacion

Desde el punto de vista de la semiotica, las representaciones son signos, codigos,
tablas, graficos, algoritmos y disefios. El signo es algo que nos transmite un
significado, una expresion comunicativa verbal o escrita y hasta gestual. Para la

semidtica, la relacion entre el signo y el significado esta mediado por un concepto.

Segun Duval (1993), la necesidad de representaciones simbolicas para un
objeto matematico se debe a que ¢l no tiene existencia fisica y no es accesible
directamente por los sentidos. En la dimension psicoldgica el uso de diferentes

representaciones esta relacionado al funcionamiento cognitivo del pensamiento.

Las representaciones son esenciales para el desarrollo y comunicacion del
conocimiento matemadtico. Duval (1995), defiende tres nociones de representacion
que, aunque ellos son de la misma especie, realizan funciones diferentes y son: las
“representaciones mentales”, que tienen una funcidén de objetivacion, son internas y
conscientes y ocurren en el pensamiento, estas representaciones internas son las
imagenes mentales que consideran caracteristicas figurativas o graficas del concepto;
las “representaciones computacionales”, son internas y no conscientes del sujeto,
funcionan en forma automatica e instantanea. Se refiere a las tareas que el sujeto
realiza sin reflexionar sobre los pasos necesarios para su realizacidon, y las
“representaciones semioticas”, que realizan una funcion de objetivacion y de
expresion, son concientes y es relativo a un sistema particular de signos, como el
lenguaje natural, matematico o grafico, se refieren al mundo de las estructuras fisicas
y los sistemas de notacion. Ellas tienen dos aspectos: la forma (representante) y el
contenido (representado). Tienen doble caracter funcional; actian como estimulo
para los sentidos en los procesos de construccion de las nuevas estructuras mentales

y permiten la expresion de conceptos e ideas a los sujetos que las utilizan.

Para el mismo autor, las representaciones internas y externas no pertenecen
dominios diferentes, las representaciones internas se desarrollan como una
interiorizacion de las representaciones externas, es decir, existe una mutua
interaccion desarrollista; a mayor diversidad de representaciones de un mismo objeto

o concepto, corresponde mayor capacidad cognitiva, consiguientemente su capacidad
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de pensamiento sobre el concepto matematico, y ademds el sujeto wusa
representaciones externas para exteriorizar sus imagenes y representaciones mentales
comunicdndolas a los demas, es decir, las representaciones externas actian como una
suerte de radiografia de la comprension del concepto que se situa en la mente del

sujeto (1993).

Asi mismo, sostiene que no se puede tener comprension en matematica si no se
distingue un objeto matematico de su representacion (simbolos, signos, co6digos,...).
La confusiéon entre el objeto y su representacion produce una perdida de

comprension.

Duval (1993, 1995), considera que la semiosis es la produccion de una
representacion semiotica, en tanto, que la noesis implica aprehension conceptual del
objeto. La semiosis y la noesis movilizan diferentes actividades cognitivas que son

analizadas en sus interacciones, la noesis es inseparable de la semiosis.

Para que ocurra la aprehension de un objeto matematico, es necesario que la
noesis (conceptualizacién) ocurra por medio de significantes semiosis
(representacion). La aprehension conceptual de los objetos matematicos solamente
sera posible con la coordinacion de varios registros de representacion. Esto significa
que, cuanto mayor sea la movilidad entre registros de representacion diferentes del
mismo objeto matemdtico, mayor sera la posibilidad de aprehension del objeto
matematico. “la coordinacion de diferentes registros de representaciéon es una

condicion necesaria para la comprension” (Duval, 1995, p. 59).

Indica también, que las actividades cognitivas ligadas a la semiosis son: la
formacion, tratamiento y conversion. So6lo los dos primeros se consideran en la
ensefianza. En el aprendizaje, el conflicto es que no se logra comprender, reconocer
el mismo objeto matematico en cada uno de los diferentes sistemas semidticos de
representacion. Otra dificultad en la comprension es que los alumnos no logran

distinguir entre las actividades de tratamiento y conversion.

La formacion de representaciones identificables como representacion en un

sistema dado, implica una seleccion de rasgos y datos en el contenido que se quiere
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representar. Da reglas para asegurar las condiciones de identificacion vy

reconocimiento.

Por otra parte, considera la conversion de una representacion, a la transformacion
de una representacion en otro registro conservando la totalidad o una parte del
contenido de la representacion inicial. La actividad de conversion es muy importante
y no es rutinaria en la actividad matematica, sino esta es cognitivamente activa y
posibilitara la diferenciacién entre representante y representado. Segun Duval,
manipular diversas representaciones de un mismo objeto matematico conlleva a
beneficios de economia de tratamiento, complementariedad de registros y la
conceptualizacion que implica la coordinacion de los registros de representacion

Duval, (1993)

La economia el tratamiento permite superar los limites de una representacion y la
eficacia en la representacion de las relaciones entre objetos. Asi para ordenar
fracciones de menor o mayor enunciados como pares ordenados en la forma a/b, se
puede recurrir a la ‘multiplicacion en cruz’ o representarlos en un sistema de ejes

coordenados y por simple inspeccion se podra ordenarlos.

La complementariedad de registros involucra los elementos informativos o
comunicacionales que las representaciones hacen posible; por ejemplo, las
ubicaciones de los racionales en la recta numérica puede representar, por ejemplo, la
relacion de orden o equivalencia, pero no permite efectuar operaciones. En tanto que
la representacion simbolica permitird hacer transformaciones, manipular ciertos
algoritmos operacionales. Cada representacion distinta tiene la propiedad de
transmitir una caracteristica diferente del concepto matemadtico. Todas estas
diferentes representaciones se complementan en la tarea de estudiar un concepto
matematico. Ninguna representacion es capaz de agotar en su totalidad la
complejidad conceptual del objeto matematico. Cada representacion destaca alguna

propiedad del objeto matematico y dificulta la comprension de otra.

&9



Respecto a la conceptualizacion (Duval 1993) presenta un esquema del

funcionamiento de la representacion semiotica y la conceptualizacion.

Concepto Objeto  Cognitivo

/ AN
/ AN
/ AN
/ AN
Representante de un Registro A < ’ Representante de un Registro B

Tratamient Tratamient

Fuente: Duval, R. Registros de representacion semidtica y funcionamiento cognitivos del
pensamiento. Anales de Didactica y de Ciencias Cognitivas, IREM de Strasbourg, n. 5,
37-65,1993,p.51.

Figura 2.3 Funcionamiento de la representacion semiodtica

Este esquema explica la hipdtesis de que la comprension conceptual se produce
por la coordinaciéon de al menos dos registros de representacion. Pero la
conceptualizacion estd generada por las transformaciones y las conversiones de un
registro de representacion a otro. Insistiendo, la conceptualizacion es el resultado de
la coordinacioén de al menos dos tipos de representacion y que estas coordinaciones
deben necesariamente ser provocadas y estar en permanente alerta para distinguir
entre representante y representado, ademas, evitar el enclaustramiento en un Unico

registro de representacion.

Segtin Duval (1995) la conversion que es tan necesaria para la conceptualizacion,
implica encarar el problema de la congruencia y no congruencia entre las
representaciones de un mismo objeto que se originan de sistemas semiodticos
diferentes. La observacion de las congruencias y no congruencias ayudaran a
explicar los sucesos y insucesos de los alumnos frente a las cuestiones que implican

un cambio de sistemas semiotico de representacion.

Se encuentra que los pasos de una representacion a otra son casi espontaneos
cuando las representaciones con congruentes. Duval (1995) enumera tres condiciones

para que dos sistemas semidticos de representacion sean congruentes:
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a) Debe existir una correspondencia semantica entre unidades significantes
que las constituyen.

b) Deben tener el mismo orden posible de percepcion o aprehension de las
unidades significantes en las dos representaciones.

c) Conversion de una unidad significante de representacion de partida a una

sola unidad significante en la representacion de llegada.

2.6.3.4 Orientaciones metodoldgicas de Duval

La teoria semiotica de Duval, procura describir el funcionamiento cognitivo que
posibilite al alumno comprender, efectuar y controlar la diversidad de los procesos
matematicos que son propuestas en situaciones de ensefianza. La metodologia que se
desprende, permite indagar procesos de aprendizaje y que procura orientar sobre qué
es necesario observar en las producciones de los alumnos y cual es el modelo

pertinente para analizar e interpretar las observaciones y datos de la experiencia.

Este método analiza las contribuciones de los registros de representacion
semidtica para la conceptualizacion de los significados del nimero racional. Los

pasos metodologicos sugerido por Duval son:

- Primero una distribucion cuidadosa sobre lo que sobresale en el tratamiento,
en el registro y lo que sobresale en una conversacion.

- Segundo, consideracion de la naturaleza de los registros de representacion.

- Tercero, utilizacion de la conversion como instrumento de analisis
(variables cognitivas propias de cada registro de representacion).

- Cuarto, la congruencia e incongruencia semantica entre las palabras y los
simbolos que expresan los nlimeros fraccionarios, y

- Por ultimo, los criterios para categorizacion e interpretacion de resultados.

2.6.3.5 Los registros de representacion en el analisis de textos

Duval, (1991) en el capitulo III del “Convertion et articulation des representation
analogiques” realiza un analisis de las representaciones en textos y en trabajos de los

alumnos. Respecto a estos sefiala:
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No se puede analizar las representaciones sin, primeramente, identificar las
funciones que dirigieran su produccion. Esas son las dos cuestiones que
debemos ahora abordar. ;Como efectuar un analisis funcional de
representaciones? o ;qué se puede esperar de un andlisis funcional de

representaciones?

Asi en el analisis de las caracteristicas del texto y en la produccion escrita de los
estudiantes, que es objeto de lectura, sera necesario analizar el grado de complejidad
de las formas lingiiisticas, los contenidos cognitivos que ello trae. Respecto a esta

idea Duval (1991) enfatiza: .

No se puede descartar el hecho de que ciertas “presentaciones” pueden ser
mas completas que otras o que ellos pueden ser mas adecuados a los
procedimientos exigidos para apropiarse el contenido tratado. Si la
compresion durante la lectura, resulta de la “interaccion entre un lector y un
texto” ello puede ser tan importante para cambiar el desnivel entre el

contenido cognitivo propio del texto, con aquello que es propio del lector.

En la lectura de un texto escolar de matematica es importante el conjunto de
conocimientos previos, la base de conocimientos que tiene el lector y de acuerdo a
esto el estudiante puede tener facilidad o dificultad para la lectura e interpretacion del
texto matematico, por eso es importante en el andlisis distinguir la base de

conocimiento del estudiante y el contenido cognitivo.

Segin Duval (1991), es necesario diferenciar el contenido cognitivo de las

presentaciones en un texto:

- Contenido cognitivo, “es el conjunto de representaciones correspondientes a
una compresion que permita hacer asociaciones o inferencias y controlar la
pertinencia o legitimidad”.

- Organizacion redaccional del texto “es el nivel de organizacion del texto, el
cual queda determinado por las representaciones relativas al contenido

cognitivo desarrollado por el texto”
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Esta distincidon entre contenido cognitivo y organizacion redaccional del texto,
posibilita distinguir dos procedimientos para evaluar la comprension: primero, con
una restitucion de todo o parte del texto, esta remite a la comprension del contenido
redactado presentado en el texto y segundo, una produccion diferente del mismo en
relacion directa con el texto, esto conlleva a la compresion del contenido en el campo

cognitivo de la situacion.

En el analisis de los textos se estudia las representaciones impresas en los libros,
con el objetivo de detectar los significados del nimero racional que este presente. En
el andlisis de texto Duval explica qué entiende por representacion, distingue las
representaciones a través de la relacion de dos funciones: objetivacion expresiva y de

tratamiento. Se distingue tres clases de tratamiento:

1. Las representaciones que ejercen solamente la funcion de tratamiento, las
representaciones internas, que revelan tratamientos no intencionales e
inconscientes.

2. Las representaciones que ejercen solamente la funcion de objetivacion; en
esta clase aparecen imagenes mentales, creencias, etc.

3. Las representaciones que ejercen la funcion de tratamiento y de objetivacion;

aqui aparecen las representaciones semidticas.
2.6.3.6 Visualizacion

Castro y Castro (1997) En el trabajo matemdatico podemos pensar, de modo
eficaz, sin emplear palabras, simplemente viendo figuras geométricas y manipulando
simbolos numéricos y algebraicos. La visualizacion de las figuras y simbolos estan
estrechamente al pensamiento matematico. Es util visualizar imagenes, simbolos,

para pensar. (Polya, 1944).

La visualizacidén se emplea al manipular figuras o representaciones pictoricas ya
sean externas o internas, la primera tiene soporte material y la segunda existe al
interior del sujeto como imagen mental. La visualizaciéon o pensamiento visual esta
relacionado a la capacidad para formar imagenes mentales, y la caracteristica

principal de la visualizacidon es la evocacion de un objeto sin que esté presente.
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La capacidad de visualizacion de un concepto matematico o problema implica
interpretar, entender la formacidén figurativa, manipularla mentalmente y luego
expresarla sobre un soporte material. La visualizacion es un medio para comprender

un concepto o resolver un problema.

El pensamiento visual se refiere al pensamiento matematico basado o expresado
en términos de imagenes mentales. Se considera que la comprension alcanzado por
procedimientos de informacion visual, y la que se adquiera por procedimientos
analiticos se complementan, de ahi que el aprendizaje debe realizarse utilizando

ambos tipos de codigos.

Se ha encontrado en investigaciones que los conceptos matematicos son
aprehendidos mejor cuando el sujeto realiza un dibujo del concepto y lo aprende
mejor que si solo conociera su definicion verbal. De ahi se admite la hipdtesis que
desarrollar en el estudiante la capacidad de visualizacion implica capacitarlo para

pensar y hacer matematicas mas eficientemente.

Existe consenso entre investigadores que las representaciones externas de los
conceptos matematicos son indispensables para la comprension, eso requiere ademas
el desarrollo de la capacidad de visualizacion en dichos procesos. El desarrollo de la
capacidad de visualizacion cuando se trabaja con representaciones graficas, ayuda al
estudiante en su proceso de comprension de los conceptos matematicos, pero es
indispensable distinguir el objeto matemdtico de su representacion. Sera
fundamental, por ejemplo, no confundir el objeto matematico numérico racional con
su representacion decimal o fraccionaria. Ademas el conjunto de simbolos, graficos y
siglas que permitan representar una estructura matematica deben tener un caracter

sistémico, de alli que se utiliza la categoria sistemas de representacion.

La visualizacion en matematica busca que las ideas, conceptos y métodos de la
matematica presentan una gran riqueza de contenido visual representables
intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion resulta muy provechosa tanto en
las tareas de representacion y manejo de tales conceptos y métodos como en la
manipulacion con ellos para la resolucion de los problemas del campo. La

visualizacion es un proceso de codificacion y decodificacion que esta inmerso en un
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contexto de intercambio personal y social. La visualizacion es un proceso que se

aprende en la interaccion con las personas a nuestro alrededor (Guzméan 1997).

2.6.3.7 Representacion simbolica en educacién matematica

A continuacidén se da referencia acerca de la teoria sobre las funciones de los
simbolos en matematica desarrollada por Skemp (1980) y el rol de los simbolos en el

desarrollo de las competencias segin Hiebert (1988).

1. Simbolos visuales y simbolos verbales

Primero, estos términos necesitan aclaracion, porque tan pronto como las palabras
se escriban se convierten en cosas para ser vistas, no oidas; entonces, por lo “verbal”

significaremos ambas palabras hablada y escrita.

Para Skemp (1980), los simbolos visuales se ejemplifican con claridad por medio
de diferentes clases de diagramas (figuras geométricas). Pero, ;en qué categoria
podriamos colocar los simbolos algebraicos? Basicamente son una taquigrafia verbal,
porque pueden leerse en voz alta, o comunicarse incluso sin tomar una forma visual.
Se puede decir que los simbolos algebraicos poseen mucho mas simbolos verbales
que diagramas o figuras geométricas y se clasifican entre los verbales. Estos

simbolos verbales y visuales se usan en matematica juntos y separados.

Los simbolos visuales parecen ser las mas basicas en su forma primitiva de
representacion de objetos reales como lo ha mostrado Piaget. Por lo tanto las
imagenes visuales son mas dificiles de comunicar que las auditivas. Para las Gltimas,
todo lo que tenemos que hacer es traducir nuestro pensamiento vocal en habla en voz
alta y para comunicar nuestro pensamiento visual, necesitamos dibujar, pintar o
filmar, entonces el pensamiento verbal tiene una ventaja sobre el visual. Sin
embargo el que una idea llegue a ser conciente esta ligado estrechamente con el uso

de un simbolo asociado.

Se deduce que el pensamiento verbal tiende a ser mas socializado, es decir es mas
extensivo, es producto final no solo de nuestro pensamiento individual, sino el de las

otras también y de la interaccion de ambos.
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La vision es individual, mientras el de escuchar es colectivo, tanto en el nivel
concreto como en el simbdlico; sin embargo, cuando queremos dar énfasis,
individual mas que colectivo a aspectos de una serie de ideas hablamos a cerca de

“un punto de vista”.

2. Los sistemas comparados

A manera de resumir las propiedades de contraste y a la vez complementarias de

las dos clases de simbolos se esquematizan sus caracteristicas en el siguiente cuadro:

Tabla 2.2

Propiedades de los simbolos visuales y verbal-algebraicos.

VISUAL VERBAL - ALGEBRAICO

- Abstrae propiedades espaciales, tales como |- Abstraer propiedades que son

forma, posicion. independientes de la configuracion espacial
- Mas dificil de comunicar tales como numero.
- Puede representar pensamiento mas|- Mas facil de comunicar.

individual. - Pueden representar pensamiento mas
- Integrador, muestra estructura. socializado.
- Simultaneo. - Analitica, muestra detalles.
- Intuitivo - Secuencial.

- Logico

Las propiedades comunicables, socializadas del sistema verbal-algebraico han
contribuido a su predominio sobre el sistema visual. Este valor del simbolismo visual
se muestra también por el modo que se superpone con el verbal-algebraico en forma

de ordenacion espacial de simbolos escritos.

3. Funcion de los simbolos matematicos

Para Skemp el simbolo es un mundo de representaciones del concepto y
procedimientos matematicos. Un sistema de simbolos matematicos constituye un
modo especifico de representacion, un lenguaje matematico. Estos ayudan a generar
ideas y aplicarlos a situaciones, ademds el sistema de signos posibilita la

comunicacion de conceptos matematicos y promueve el aprendizaje.

Sin embargo, se ha observado en la practica educativa que la transferencia de los

signos a los estudiantes en forma directa y automatica puede producir en el
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estudiante procedimientos mecanicos en la manipulacion de los signos cuando
realiza tareas especificas. Una hipdtesis que necesita mayor investigacion es que
muchas de las dificultades en la comprension de un concepto matematico se deben a
un énfasis prematuro en el simbolismo y sus reglas descuidando la comprension del

significado matematico del referente.

Por eso, se recomienda que cuando el docente introduzca a los estudiantes
nuevos simbolos matematicos, es imprescindible que establezca las conexiones entre
el simbolo y el significado asociado del referente para lograr un aprendizaje

comprensivo.

Skemp (1980) distingue diez funciones de la simbologia: la comunicacion,
registro de comunicacion, comunicacion de nuevos conceptos, confeccion de
clasificaciones multiples correctas, explicacion, hacer posible la actividad reflexiva,
ayudar a mostrar la estructura, automatizar las manipulaciones rutinarias, recuperar

informacion y comprension y hacer la actividad mental creativa

2.6.3.8 Teoria para desarrollar competencias con simbolos matematicos

Hiebert (1988), desarrolla una teoria para explicar las conductas excesivamente
mecanicas de los estudiantes cuando manipulan simbolos; sin embargo, su objetivo
final es proporcionar una base tedrica para promover programas alternativos que

promuevan el desarrollo de competencias numéricas en estudiantes.

(Qué son los simbolos? Segun Hiebert, los simbolos son entidades que
representan o toman el lugar de algo. Estas entidades pueden ser objetos fisicos hasta
marcas en el papel. Los simbolos pueden ser copiables y no copiables, los primeros
pueden ser reproducidos por diferentes sujetos en diferentes ocasiones, sin perder su
identidad. En cambio, los no copiables pierden su identidad cuando se producen
cambios en su apariencia fisica por ejemplo las pinturas. Citando a Kaput sefiala que
los simbolos copiables son considerados como una clase de equivalencia y que los
representantes dentro de una misma clase se pueden intercambiar; tanto que los

representantes de clases diferentes no se confunden.
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Muchos simbolos matematicos representan ideas cuantitativas. Cuando los
escolares usan estos simbolos con intencionalidad re-presentan las ideas del usuario,
¢ésta parece ser una funcion de los simbolos copiables. Esta es la acepcion que en esta

teoria se adopta.

Para Hiebert (1988), la competencia con los simbolos se desarrolla a través de
cinco procesos secuenciados, los pasos del proceso son retenidos permanentemente

al avanzar a los procesos ulteriores. Los pasos son:

Conectar los simbolos individuales con los referentes.
Desarrollo de procedimientos de manipulacion de simbolos.
Elaboracion de procedimientos para los simbolos.

Memorizacién de los procedimientos para manipular los simbolos.

A o e

Usar los simbolos y reglas como referente para construir sistemas simbolicos

mas abstractos.

Los argumentos filosoficos de esta propuesta descansan en que los simbolos son
creados como representantes de los referentes, la estructura del sistema de simbolos
se desarrolla y que los sistemas de simbolos se separan de los referentes asociados y

puede servir en si mismo como referente para nuevos sistemas de simbolos

Las consideraciones psicologicas del analisis de los procesos cognitivos
empleados en la construccion de sistema de simbolos muestra que la actuacion inicial
y espontanea de los nifios parece ser que se ajusta a la teoria postulada, en tanto que,
los esfuerzos instruccionales que cambia el orden de la secuencia tedrica es

inefectiva y a veces contraproducente.

2.6.4 Representaciones del NUumero Racional

Usualmente, en la ensefianza de los nimeros racionales se tiene en cuenta las
actividades cognitivas de formacion y transformacion y se considera obvia la
traduccion entre los sistemas de representacion, esto es un error, un sistema no
siempre es el adecuado para representar ciertos aspectos de un concepto que solo
pueden ser expresados mediante otro, a esta caracteristica se le denomina la

irreductibilidad entre sistemas de representacion. Asi, en la ensefianza del numero

98



racional en la educacion secundaria se enfatiza en las representaciones simbolicas, en

desmedro de la riqueza de otras, como las representaciones graficas.

Se asume el supuesto que la comprension del nimero racional estd caracterizado
por el dominio de sus sistemas de representacion, y la coordinacion entre ellos. Las
traducciones son importantes porque permite una economia de tratamiento ya que
hay facetas del nimero racional que un determinado sistema de representacion puede
poner de manifiesto con mas claridad que otro; ademads, algunas acciones ligadas al
concepto pueden trabajarse con mas facilidad en un sistema que otro. En segundo
lugar, los sistemas se complementan, toda representacion es cognitivamente parcial
en referencia a lo que ella representa, pues de un sistema a otro no son los mismos
aspectos de un contenido los que se representan. La comprension, reposa sobre la
necesaria coordinacion de al menos dos sistemas de representacion; esta
coordinacion se manifiesta por la rapidez y la naturalidad de la actividad cognitiva de
traduccion, pero eso no quiere decir que no se produzca comprension en un solo
sistema, sino, se comprende en forma aislada y parcial perjudicando los aprendizajes

posteriores.

Comprender el nUmero racional requiere un adecuado uso de sus
representaciones. Serd necesario no confundir el representante con el representado.
Segun Duval (1993, 1995) el representante y representado son importantes para
comprender el objeto matematico; serd también importante distinguir 1/2 como
representante canénico de una clase de equivalencia y lo que dicho simbolo
representa, expresa del numero racional en cuestion. Las representaciones se
organizan en sistemas, asi, el sistema de simbolos tiene un conjunto de relaciones
semanticas, sintacticas y que adquieren utilidad en la practica. Las representaciones
1/2 ; 0.5: 5x10™", 50%, cada uno de ellos destaca algunos o oscurece algin aspectos
del objeto matematico, luego no existe una representacion universal. Lo que se puede
observar es que algunos son mas “expresivos”’, mas comunicativos que otros. Segun
Duval (1993, 1995) la comprension, por decir del nimero racional, sera cada vez
mas completa en la medida que se construyen sistemas de representacion y se
realizan las transformaciones al interior de los sistemas de representacion y las

conversiones de un sistema a otro. (Gairin y Sancho, 2002).

99



Los sistemas de representacion simbolico y grafico desempefian un papel
fundamental para expresar las ideas y las relaciones constitutivas, Castro, Rico y
Castro (1995). Los sistemas de representacion del nimero racional que se utilizan en
la ensenanza elemental son las notaciones simbdlicas: par ordenado, numero
decimal, fraccion decimal, o verbal, etc.; y con menor frecuencia, las
representaciones graficas (pictoricas, en la recta numérica y en sistema de ejes
coordenado) a través de los cuales se organiza el pensamiento y se transmite

significados, propiedades y algoritmos operacionales.
2.6.4.1 Representaciones simbolicas del nimero racional

Los sistemas de representacion simbolica son las representaciones digitales,
discretas. Es la utilizacién en forma exclusiva de un lenguaje abstracto usualmente
numérico alfabético, es decir un lenguaje aritmético y algebraico, y cuya sintaxis
viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento que destacan aspectos
operacionales. Las representaciones simbolicas de los nimeros racionales son los
pares ordenados de niimeros enteros, con la restriccion que el segundo componente
es diferente de cero, dispuesto en las formas: por ejemplo, (1, 3) o 1/3,
conjuntamente a la representacion decimal. Los numeros racionales pueden estar

representados en forma verbal y hasta algebraica v. gr. S = {(a, b)y/a,beZ Ab= 0}.

Los célculos procedimentales son propios de las representaciones simbolicas
algebraicas y estan ligadas a la forma y no al contenido, y se rigen por un conjunto
de reglas y algoritmos. En la representacion simbolica fraccional es necesario
distinguir la “significaciéon operacional” o procedimiento de célculo ligado al
significante (nimero representado). Asi, 0, 5 y %2 representan el mismo nimero
racional pero tienen significacion operatoria diferente. Las representaciones

simbolicas del nimero racional pueden ser:

1. Aritméticas y algebraicas

- La notacion de fraccional, sintacticamente se denotan asi; a/b o %.
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- La notacién decimal, sintacticamente, cumple las normas del sistema de
numeracion decimal incorporando una coma decimal para separar los digitos
de la parte entera de los de la parte fraccional decimal.

- Lanotacion como par ordenado, sintaxis (a, b) 0 (2, 3).

- Notacion porcentual, sintaxis a% que equivale a 2. Esta notacion se evalua
100

semanticamente como un operador que actua sobre un nimero o una cantidad

de magnitud.

Representaciones Verbales
La fraccion puede ser expresada verbalmente, como lectura de la representacion
simbolica o grafica o enunciado de una situacion fenomenoldgica, problema o

situacion de la vida real.
2.6.4.2. Representaciones visuales o figurativo

Su sintaxis viene dado por reglas de composicion y convenios de interpretacion
que permite discernir propiedades de los numeros racionales. Dentro de las
representaciones graficas se considera las representaciones pictoricas, el modelo de
la recta numérica y el plano cartesiano para representar el nimero como par

ordenado.

1. Representaciones Pictdricas

Es la utilizacion de un soporte visual (representacion icOnica, geométrica o
diagramatico), un cédigo grafico para plantear las relaciones entre los elementos de
una fraccion.

2. Representaciones en la recta Numérica

Es un sistema de signos, imagenes, reglas y convenios con los que se representan
graficamente los nimeros racionales y se interpreta sus propiedades y operaciones
sobre una recta numérica. En un primer nivel de andlisis, se examina las imagenes
especificas, convenios de caracter general y reglas para representar los nimeros. En
un segundo nivel de andlisis, se considera la recta numérica como un dominio de

estudio de las propiedades de orden y densidad de los numeros racionales.
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En la recta numérica, la fracciéon como representante de un ntimero racional se
asocia a un punto en la recta. Es decir, no se asocia a una parte o subconjunto de
objetos. Si bien se usa el concepto de parte-todo para ubicar el punto, no se debe
entender como el significado en cuestion. Esta representacion tiene la ventaja de
conducir al estudiante a entender que las fracciones no s6lo se ubican entre cero y
uno, sino que también, pueden existir mas alla del uno, como es el caso de las
fracciones impropias y las representaciones mixtas. Esta representacion sera vital
para entender el significado de medida, pues, tendremos que utilizar la
representacion en la recta numérica como recurso didactico para estudiar las
unidades y sub-unidades de medidas de longitud. Ademas, logra que el estudiante
comprenda que al igual que los numeros naturales, los racionales pueden ser parte de

la “recta numérica” reclamando su categoria de “niimero”.

Whitehead (1944), representa las fracciones considerando la serie de ntimeros
enteros en la recta numérica conformando los “nimeros reales” estos numeros se
presentan en una recta por medio de puntos sobre la linea que principia en 0 y se

prolonga indefinidamente en la direccion 0X como se muestra en la figura 2.5:

0 Y 1 32 2 502 3 712 4
. l i ; . I . I —>
0 M A N B P C Q D

Figura 2.4 Los numeros racionales en la recta numérica.
Donde OA representa la unidad longitud que se transporta a lo largo de la linea

AB, BC, CD.

Entre O y A se representa las fracciones propias y las inconmensurables menores
de 1; y el punto medio de OA representa ’2; en tanto que las fracciones impropias se

situan a través de los puntos AX.
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Esta representacion transmite la idea de orden de los numeros, creciente de
magnitud, comenzando en cero y aumentando continuamente a medida que se avanza
hacia X. Ademads, se entiende que la serie de fracciones es una serie compacta
(propiedad de la densidad de los nimeros racionales) ya que ninguna fraccion tiene
predecesor o suceso inmediato, porque, sean dos fracciones p y ¢ donde p<q,
entonces, siempre es posible encontrar una fraccion con valor intermedio, basta
sumar esa dos fracciones y dividir entre dos y asi iterar el proceso indefinidamente.

Luego la serie de cifras quebradas, es una serie “compacta”.

2.6.4.3 Representacion del numero racional en los libros de texto

Garrido (2000) en su investigacion realiza un analisis de libros de texto de
ensefianza fundamental respecto a los nimeros racionales, a la luz de la teoria de los
registros de representacion de Raymond Duval. Algunas interrogantes que orientaron
el estudio fueron ;como los diversos registros de representacion de los racionales son
trabajados en los libros didacticos?, ;como en los libros son introducidos los
nimeros racionales, sea en la representacion fraccionaria o en la decimal y
especialmente que tratamientos son realizados?, ;, son trabajadas las conversiones y

articulaciones que ocurren entre los diferentes registros?.

En la exploracién se adopta la teoria de los registros semioticos de representacion

de Duval y asume tres representaciones distintas en el andlisis de los libros:

a) Registros simbolicos, dentro del cual se enfatiza la representacion
algebraica, fraccional y decimal.
b) Registros de representacion figural o geométrico.

c) Registro del lenguaje natural.

La metodologia de investigacion se respalda en el “Analisis de contenido” de
Bardin (1977) citado por el Garrido. Se inicia con un pre-analisis comparativo de los
contenidos de dos colecciones de libros. Las dos colecciones de libros corresponden
a las series 1° a 8° de Ensefianza Fundamental. Estas colecciones presentan
diferentes formar de abordar las fracciones, los contenidos estan segmentados y

tienen una secuencia en “espiral”.
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El anélisis de los libros de texto atendid al reconocimiento de los registros de
representacion semiodticos utilizados, las traducciones entre las representaciones y las
manipulaciones al interior de las mismas (Duval, 1991). Las interrogantes que
orientaron las observaciones, recoleccion y andlisis fueron ;qué registros se utilizan
en la presentacion de contenidos?, ;como se realizan las transformaciones y

conversiones entre los registros de representacion?

Desde la perspectiva metodoldgica se caracterizo las dos colecciones de libros,
considerando los criterios siguientes: organizacion de contenidos, referencias
historicas como herramienta motivadora, el rol de los ejemplos en el desarrollo de los
conceptos, uso de las notaciones y convenciones, proposicion de ejercicios y uso de
algoritmos, proximidad de las situaciones a la vida cotidiana y contextos proximos a
la realidad, proposiciéon de actitudes, juegos, que promuevan el trabajo en grupo y

presencia de estrategias del calculo mental.

Los resultados centrales de andlisis de la representacion fraccional del nimero

racional son los siguientes:

1) La nocion de fraccion es introducida por medio de figuras de parte—todo
continuo y discreta. Estos son presentadas y no promueven la
participacion del alumno en la accidon de particion.

2) Las representaciones de la fraccion en un segmento no contemplan la
cuestion de la conmensurabilidad.

3) Las actividades de comparacion y equivalencia de fracciones priorizan la
representacion simbolica en su forma fraccional apoyado por la decimal.

4) Se observa pocas actividades de ordenacion en el registro fraccionario, en
la recta numérica.

5) Si no se tiene cuidado las figuras pueden constituirse en dificultades para
conceptuar los nimeros racionales.

6) El uso del lenguaje natural puede ocasionar excesos en la utilizacién de
términos como; fracciones aparentes, impropia, irreductible, minimo

comun multiplo, etc.
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Es revelador la observacion que en la introduccion del niamero racional se utilizan
todos los registros. Las actividades de conversion dejan ver que son mas frecuentes
las traducciones de registros figural a fraccion y decimal y menos frecuente las
traducciones de registro fraccional decimal a figural. El sentido de las traducciones
casi siempre parte del registro figural a fraccional, lenguaje natural a decimal, en

tanto es poco frecuente en ambos sentidos entre fracciones y lenguaje natural.

2.6.4.4 Presencia histérica de la fraccion en los libros de texto

Escolano (2004), consciente de la relacion entre comprension y dominio
coordinado de los diferentes significados del numero racional, realiza una revision
historica de la presencia de los diferentes significados en los libros de texto para
introducir el concepto de fraccion en el sistema educativo espafiol. El estudio se
fundamenta en un andlisis epistemoldgico y fenomenologico. La fenomenologia
permiti6 definir los significados que reflejan la génesis de la fraccion, establece los

problemas que histéricamente resolvié el nimero racional.

El niimero racional modeliza multiples fenémenos, problemas y situaciones de la
vida real: situaciones de medida, de reparto y de razon o los surgidos a consecuencia
de la evolucion de la propia matematica como el cociente indicado como elemento
de la estructura algebraica de cuerpo y la fraccién como operador ligado a la nocién

de funcion racional.

Escolano declara que el significado de relacién parte-todo surge como un recurso
didactico del que la préctica escolar se viene sirviendo exclusivamente. El objetivo
de su estudio es averiguar, a través de los libros de texto, la razéon de que esta
presentacion didactica de la fraccion prevalezca sobre otros significados de la

fraccion en las secuencias de ensefianza.

En este estudio se hace una clasificacion temporal de los libros de texto que se

indican a continuacion:

- Primer periodo: segunda mitad del siglo XIX.
- Segundo periodo: primera mitad del siglo XX.
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- Tercer periodo: década de los cincuenta y sesenta.
- Cuarto periodo: década de los setenta.
- Quinto Periodo: década de los ochenta.

- Sexto periodo: desde los afios noventa hasta nuestros dias.

Los resultados de la revision historica revelan que el significado parte-todo de la
fraccion no tiene sus origenes en las necesidades humana, sino, es el resultado de la
practica educativa, y lo ubica en los recursos didacticos que permite eludir las
actividades de medida con objetos tangibles que general dificultades en la gestion del
material y ademas, el significado parte-todo permite abreviar los periodos de
instruccion. En consecuencia Escolano coincide con nuestro estudio en el sentido
que, la ensefianza de la fraccion se sustenta en el significado exclusivo de la relacion
parte-todo y los libros de texto intentan justificar las relaciones y propiedades del

nimero racional desde este tnico significado (Escolano, 2004).

2.7 RESULTADOS SECUNDARIOS Y CONSECUENCIAS PARA
LA INVESTIGACION

En esta segunda fase del andlisis didactico, se estudia las relaciones entre la
informacion ya recopilada, extrayendo nuevos resultados y conclusiones generales,

ademas de conjeturas y prioridades para la investigacion, Gonzalez (1999).

En este apartado se describe las conclusiones tedricas operativas y priorizadas
para la investigacion. En una primera parte, se sintetiza los resultados secundarios
como resultado de un andlisis cualitativo de caracter didactico, y finalmente, una
exposicion de las consecuencias para la investigacion. En efecto, se exponen los
principales resultados del cruce de planteamientos entre autores y la reflexion

personal. Estos elementos del anélisis se configuran de la siguiente manera:
2.7.1 Resultados Secundarios

1. Cuando el estudiante vivencia su aprendizaje de los nimeros racionales en la
educacion secundaria, su comprension es un sistema coherente pero

incompleto, es decir, el estudiante siempre tendrd conceptos, propiedades,
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técnicas (conocimientos procedimentales) nuevas que aprender. Cuando el
educando se enfrenta a situaciones nuevas y contradictorias o vacios en su
forma de comprender, se ve obligado a reestructurar su forma de concebir el
objeto matematico. Una comprension de la fraccion, como representante del
nimero racional, necesariamente pasa por el aprendizaje de sus diferentes
significados.

Diferentes investigaciones de la escuela brasilefia, postulan el significado de la
fraccion como numero sin una fundamentacion de antecedentes y menos una
argumentacion epistemologica y fenomenoldgica.

Dos Santos (2005) fundado en los trabajos de Nunes y Bryant, estudian los
significados de la fraccion como parte-todo, medida, nlimero, operador y
cociente, y evita el significado de razon, a pesar que dentro de sus antecedentes
referencian a Kieren (1988) quien remarca la razén como uno de los
significados principales de la fraccion.

La evaluacion del significado de cociente con magnitudes discretas revela las
limitaciones en la comprension de la naturaleza de un ente numérico, asi se
encontrd que el par ordenado a/b como representante de un ntmero racional
podria ser entendido como un par ordenado de nimeros enteros y no como un
objeto matematico con rango de niimero.

Los conocimientos matematicos aprendidos con anterioridad al concepto de
fracciébn y numero racional, como la nocién de niimero natural, entero y
operaciones se constituyen en un obstaculo epistemologico tal como lo sefiala
De Ledn (1998), Llinares et al (1997) y Rodriguez (2005).

La revision historica, revela, que las fracciones tienen su origen esencialmente
en el significado de medida y razon, en ellos queda implicito el significado de
parte-todo, muy enfatizado en la escuela moderna, en desmedro de su
fenomenologia genética. Boyer (1996) sefiala siempre que los “matematicos o
astronomos de la antigiiedad querian utilizar un sistema preciso de
aproximacion, recurrian a la escala sexagesimal para tratar las fracciones. Esta
costumbre condujo a las expresiones “fracciones de los astronomos” y
“fracciones de los fisicos”. En esta revision histdrica se percibe claramente que

la nocion de fraccion estuvo muy ligada a la necesidad de conseguir medidas
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10.

precisas en las ciencias naturales, asi las fracciones sexagesimales se habian
convertido en la herramienta estandar para la astronomia y la fisica. De esta
observacion historica del numero fraccionario podemos afirmar que su
significado de medida se encuentra en su génesis. Asi mismo, para Whitehead
(1944) los griegos consideraron las fracciones en su significado de razén o
comparacion de medidas de segmentos. En la época moderna, las fracciones se
popularizaron entre el comun de las personas para la realizacion de sus
transacciones comerciales y calculos necesarios de la vida cotidiana.

El conocimiento académico del numero racional se resume en una estructura
algebraica ‘campo’ como un sistema formal deductivo, ademas este saber sabio
transmite el significado de la fraccién como cociente (a/b, b=0) de enteros.
Resultados de investigaciones relativas al proceso ensenanza-aprendizaje de
las ideas de ‘fraccion’, revelan que para que el estudiante pueda conseguir una
comprension amplia y operativa de todas las ideas relacionadas con el
concepto de fraccion, se deben plantear las secuencias de ensefianza de tal
forma que proporcionen a los educandos la adecuada experiencia con la
mayoria de sus significados.

Los niimeros racionales tienen una estructura compleja y muy utilitaria en la
ciencia, las arte, y la vida cotidiana. En cada uno de estos contextos se presenta
con diferentes significados. Estos significados estan presentes en el curriculo
escolar como, por ejemplo, en las razones trigonométricas, proporciones
geométricas, probabilidades, polinomios racionales y porcentajes asociados a
una fenomenologia.

En opinion de Gairin y Sancho (2002) el nimero racional tiene los significados
de ‘parte-todo’, ‘cociente’, ‘medida’, ‘razén’ y ‘operador’. Aparentemente el
significado parte-todo estd omnipresente en los demds significados.
Posiblemente por esta razén se la utiliza para introducir la nocién de fraccion
en el aula. Como se constatd en investigaciones anteriores y en los libros de
texto, el aprendizaje basado casi exclusivamente en la interpretacion parte-todo
puede convertirse en un obstaculo para un posterior aprendizaje de los demas
significados. Esto ocurrird siempre que se priorice esta interpretacion en

detrimento de los demas.
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12.

13.

En ciertos casos la relacion es estrecha, las representaciones de un concepto
matematico como un grafico o expresion simboélica de un numero racional, es
un concepto dificil de ser comprendido integralmente sin el uso de las
representaciones. Sin embargo, cada representacion no puede describir un
concepto matematico completamente, proporciona la informacion solo de una
parte de sus aspectos. Diferentes representaciones que se refieren al mismo
concepto se complementan y todos estos contribuyen juntos a una comprension
integral del objeto matematico. Las tres presuposiciones para la comprension
de un concepto matematico son los siguientes: primero, la habilidad de
identificar el concepto, significado en los multiples sistemas de representacion;
segundo, la habilidad de manipular los conceptos flexiblemente dentro de un
sistema particular de representacion; y tercero, la habilidad a “traducir” el
concepto de un sistema de representacion a otro (Lesh, Post y Behr, 1987).

Los estudiantes manejan con mas dominio las representaciones simbdlicas, asi,
por ejemplo, en la educacidon primaria abordan el estudio de los numeros
racionales (nimeros fraccionarios) con ayuda de las representaciones
pictéricas y en la secundaria se enfatiza el uso casi exclusivo de las
representaciones alfanuméricas. Una razdn principal para esto es que los libros
de texto de matemadtica hacen uso escaso de representaciones graficas
(pictoricas, en la recta numérica y en sistema de ejes coordenados) para
promover la comprension.

El analisis de los antecedentes revelan que las representaciones cumplen un
papel importante en los procesos de comprension de los significados del
numero racional. Esta investigacion apunta a identificar las dificultades que se
presentan en la transformacion y conversion de representaciones del nimero
racional y examinar el fenomeno de compartimentalizacion que puede afectar
el aprendizaje de la matematica de manera negativa. La compartimentalizacion
aparece cuando los estudiantes tratan inconsistente o incoherentemente con
relativas tareas que difieren en un cierto rasgo, es decir, un modo de
representacion, por ejemplo, estudiantes que pudieron resolver una situacion
problematica con éxito usando el registro simbdlico necesariamente no estaban

en una posicion de representar este problema en la recta numérica o usando
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otra representacion. El fendmeno de compartimentalizacion revela una
dificultad cognoscitiva que se levanta de la necesidad de lograr la traduccion
flexible y competente de una representacion a otra (Duval, 2002).

14. Entre las conclusiones de Garrido (2000) se ha encontrado que en la
introduccion del numero racional se utilizan todos los registros. Las
actividades de conversion dejan ver que son mas frecuentes las traducciones de
registro figural a fraccion y decimal; y, el menos frecuente, las traducciones de
registro fraccional decimal a figural. El sentido de las traducciones casi
siempre parten del registro figural a fraccional, lenguaje natural a decimal, en
tanto, es poco frecuente en ambos sentidos entre fracciones y lenguaje natural.

15. Aparentemente se produce un conflicto de categorias nocionales cuando se
afirma que la unidad es un significado (Garrido 2000) de los numeros
racionales en el sentido que le asigna Kieren (1988) al término significado. Si
ese fuera el caso estariamos en todo el derecho de afirmar que “0/5” es otro
significado de los racionales llamado significado neutro de lo racionales.
Evidentemente esta asercion requiere un analisis tedrico mas reflexivo para
deslindar estas divergencias.

16. Entre otras observaciones que se hace al trabajo de Garrido (2000) es que
considera la representacion verbal que denomind registro del lenguaje natural
como distinta de la representacion simbolica. Esta interpretacion puede
producir limitaciones al momento de interpretar los procesos de comprension,
serd necesario, entonces, teorizar sobre la naturaleza de la representacion
verbal, que también, es considerada simbdlica y consecuentemente debe

comportarse en forma analoga a la representacion “simbolica matematica”
2.7.2 Consecuencias para la Investigacion

Si la comprension se produce cuando las representaciones logran conectarse en
redes, progresivamente mas estructuradas, en consecuencia, la comprension del
concepto de ntimero racional se evaluard en forma integral cuando el estudiante
pueda establecer relaciones entre sus diferentes interpretaciones y representaciones.

Cada registro de representacion ha de transmitir un aspecto parcial del significado
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del niimero racional, luego, varias representaciones estructuradas coherentemente

portaran mayor riqueza de significados, revelando mayor comprension.

Para evaluar la comprension del concepto de niimero racional serda necesario
evaluar los significados de la fraccion como parte-todo, medida, razén, cociente y

operador.

La forma insistente, casi Unica de introducir los nimeros racionales como el
conjunto de pares ordenados a/b de niumeros enteros (b=0), en los libros de texto, es
posible que esté provocando el fendémeno comprensivo que niega el estatuto de ente
numérico a las fracciones. Esta intuicion debera ser contrastada en el estudio del

capitulo IV.

Es oportuno, preguntarse si asi como los conocimientos previos sobre numeros
naturales pueden constituirse un obstaculo epistemoldgico para el aprendizaje de los
numeros racionales, también se suscitara este fendmeno de obstaculizacion o
interferencia entre los diferentes significados de la fraccion entre si. Luego, es
legitimo suponer que el predominio de uno de los significados (parte-todo) en el

aula, interfiere en la comprension de los demas significados.

Para Escolano y Gairin (2005), el significado parte—todo no tiene significado de
medida, cociente ni razon; resulta evidente que este significado parte-todo no es
“igual”; sin embargo, nuestras observaciones personales nos hacen intuir que si bien
no son “iguales”, el significado parte-todo, estd omnipresente en los significados de
medida, cociente y razoén, es mas, consideramos que las ideas de “parte-todo”,
“parte-parte”, fraccionamiento, son pre requisitos para entender los significados en
cuestion. Luego, podemos aseverar que el significado parte-todo esta incluido en los
significados de medida, cociente y razon, desde luego, no son iguales, eso es

evidente.

En Magina y Campos (2004) los docentes no tienen en claro los diferentes
significados de la fraccion, lo que los lleva a suponer situaciones de ensefianza
limitados, restringiéndose a la percepcion y al significado parte-todo. Ademas, la

posible discrepancia entre el prondstico y el desempefio real de los alumnos esta
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relacionada al hecho de que los propios profesores, sabiendo resolver las cuestiones
sobre fracciones, no tienen explicito las invariantes ni tienen claro los diferentes
significados que las fracciones asumen, lo que a su vez los limita en la utilizacion
adecuada de estrategias de ensefianza y poder auxiliar a sus alumnos a superar las

falsas o imparciales concepciones sobre fracciones.

Luego del andlisis de los libros de texto y el desempefio de los estudiantes, sera
necesario determinar si la génesis historica de las fracciones se reproduce en el
desarrollo del concepto de nimero racional en la escuela en el proceso de ensefianza
aprendizaje; ademads, serd preciso indagar si la comprension del estudiante revela
estos rasgos del desarrollo histérico o en su defecto se ha desarrollado una especie de
transposicion didactica en el sistema didactico que configure una secuencia y
elementos del significado alternativo para la ensefianza aprendizaje de las fracciones

como representante del nimero racional.

En el ambito de la educacion basica, como se traduce en los libros de texto de
matematica y en la evaluacion de su comprension que revelan los estudiantes cuando
se enfrentan a situaciones problematicas de significados de la fraccion, es necesario
valorar cuan proéximo se encuentra el objeto a ser ensefiado de los libros de texto al
saber académico y ademdas qué significado(s) estd presente de forma implicita y
explicita en este saber académico; asimismo, seria prudente postular un significado

del ntimero racional como ente algebraico.
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CAPITULO I

DISENO METODOLOGICO

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se explica el disefio metodologico de la investigacion; se expone
los procesos metodoldgicos de las dos etapas del estudio, la tedrica y la empirica. El
capitulo se divide en dos bloques: En el numeral (3.2) se incluye una breve
descripcién de la metodologia de la fase tedrica, donde se explica los procesos de
revision de los antecedentes relacionados con el problema de investigacion.
Especificamente se ha empleado el Andlisis Didactico como método de investigacién
en Educacion Matematica (Gallardo y Gonzalez, 2006). Luego, se expone una
delineacién general de la configuracion actual de dicho método, junto con las
concreciones de su aplicacion en el estudio, ademas de sefialar sus limitaciones. En el
bloque (3.3) se describe la metodologia de la etapa empirica del estudio descriptivo-

evaluativo, en el que se caracteriza el nivel y tipo de investigacion, poblacion y
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muestra de estudio; seguidamente, se anotan los procedimientos de recoleccion de
datos, descripcion y analisis del instrumento de recoleccion y, finalmente, el proceso

de analisis de datos.

3.2 LINEAMIENTOS METODOLOGICOS DE LA INVESTIGACION

La finalidad de la investigacion es describir y evaluar la comprension de la
interferencia de los significados del nimero racional positivo, en su representacion
fraccional, a través del andlisis de los registros de representacion que ostentan los
estudiantes de formacién magisterial de matematica. Desde estas intenciones
delineamos la metodologia del trabajo de indagacién cientifica que configura dos
etapas: una teorica, sustentado en el Analisis Didactico (Gallardo y Gonzales, 2006);

y otra, empirica.

En la primera etapa del estudio, se organiza el Andlisis Didactico, a partir de un
marco tedrico y estudio de antecedentes de investigacion, se estructura los resultados
primarios y secundarios asi como sus consecuencias para la investigacion, con el
objetivo de desarrollar una base teérica que integre diferentes teorias para afrontar la
interpretacion y andlisis de la comprension de los significados del nimero racional.
El cuerpo de antecedentes de investigacion esta organizado en el capitulo Il. Tiene
cuatro ajes tedricos a ver: primero, comprension y cognicion; segundo, ensefianza del
namero racional; tercero, fenomenologia de la fraccion y cuarto, epistemologia del

ndmero racional.

En la segunda etapa se realiza el estudio empirico de los significados del nimero
racional en su representacion fraccional. Esta etapa tiene dos momentos: primero, se
realiza un analisis de los significados utilizados para introducir el concepto de
namero racional en los libros de texto, del nivel de educcion secundaria, el examen
se centra en tres aspectos: epistemoldgico, fenomenoldgico y curricular (Capitulo 11);
en un segundo momento, se efectla un estudio evaluativo de la comprension de los
significados del numero racional, que ostentan los estudiantes de formacién docente
de la especialidad de matematica, valoracién que se concreta en base a las

representaciones externas que exhiben las soluciones escritas a seis cuestiones que
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involucran las interpretaciones de la fraccion como parte-todo, medida, razoén,
cociente y operador. Este examen se organiza en torno a tres asuntos: tipificacion de
las respuestas respecto al significado, interferencias entre significados y un examen

de los tipos de representacion utilizados en la solucion de cada problema de la prueba

(Capitulo V).

La siguiente figura ilustra las dos etapas:
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Objetivo: Desarrollar un analisis didactico, que integre diferentes teorias para
afrontar el estudio de la comprension de los significados del niimero racional.

Capitulo 11

Etapa Empirica

Estudio empirico de los significados
del nimero racional

3. Analisis de los
significados del nimero
racional en los libros de
texto

4. La Comprension de
los significados del
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Obijetivo:

Evaluar los significados del nimero racional que se utilizan en los libros de
texto para introducir el concepto de nimero racional.

Describir la naturaleza de la comprension de los significados del nimero
racional que los estudiantes de formaciéon docente ostentan.

Capitulo IV y Capitulo V.

Figura 3.1 Esquema de las etapas de investigacion.
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3.3 METODOLOGIA DE LA FASE TEORICA

3.3.1 Ambitos del Estudio Teérico

La informacion teorica recopilada se estructura en base a cuatro bloques basicos,
sugeridos por el analisis didactico. Estos se han concretado a través de las siguientes

tematicas:

1. Aprendizaje y cognicion. Presentamos una exposicion sintética de los avances
recientes producidos en la investigacion sobre comprension en matematicas, asi
como una descripcién de los principales componentes tedrico-metodoldgicos que
configuran la aproximacion operativa a la comprensién del conocimiento matematico
y una revision de los estudios hechos sobre el aprendizaje de los nimeros racionales
centrados en la caracterizacion de las concepciones elaboradas por los estudiantes

sobre este objeto matematico.

2. Ensefianza y curriculum. Aqui organizaremos las aportaciones relevantes en
torno a la ensefianza del numero racional, fundamentalmente, en forma de
sugerencias didacticas y propuestas metodologicas para el aula. Estos contenidos se
completan con una descripcion del tratamiento dado al nimero racional en el actual

curriculum peruano, a través de los documentos normativos.

3. Fenomenologia. Aqui se expone la informacion correspondiente a la esfera
fenomenoldgica del conocimiento matematico en general, y del numero racional en
particular. Esta se complementa con la descripcion de los resultados obtenidos por
algunos estudios especificos en los que se han desarrollado andlisis fenomenoldgicos

vinculados al nimero racional.

4. Epistemologia. Se estudiara la naturaleza del nimero racional, a través de la
caracterizacion de sus significados en educacion matematica y la descripcion de sus

principales representaciones externas que se admite como conocimiento matematico.

Para la revision de los antecedentes relacionados con el problema de
investigacion, se emplea el Analisis Didactico como método de investigacion en

Educacién Matematica (Gallardo y Gonzalez, 2006). En este apartado presentamos
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una descripcion general de la configuracion actual de dicho método, junto con las

concreciones de su aplicacion en nuestro estudio.
3.3.2 Consideraciones Generales sobre el Anélisis Didactico

En el contexto de la investigacion en educacion matematica, identificamos el
andlisis didactico con el procedimiento metodolégico no-empirico, que analiza,
relaciona e integra, a través de un proceso secuenciado y de acuerdo con los criterios
del meta-analisis cualitativo, informacion procedente de diversas areas de
investigacion interrelacionadas por su objeto de estudio (Gonzalez, 1998). De
acuerdo con Gallardo y Gonzalez (2006), se trata de un método aplicable tanto a
campos conceptuales y conocimientos matematicos concretos, como a aquellos otros
fendmenos o nociones de naturaleza compleja, cuyo estudio resulta de interés para el
campo de la educacion matematica. Cuando se emplea con un conocimiento
matematico, son cuatro las areas bésicas referenciales a considerar como fuentes de
informacion cientifica: historia y epistemologia de la matemaética; aprendizaje y
cognicion; fenomenologia y ensefianza; y, estudios curriculares en relacion con el
conocimiento matematico en estudio. En caso de realizarse sobre un fendbmeno o
nocion compleja, se identifican dos bloques basicos de informacién: la
proporcionada por los antecedentes relacionados, procedentes de areas de
conocimiento afines a la educacion matematica, que comparten o tienen una
incidencia especial sobre el objeto de estudio y la informacion propia del area
configurada por los antecedentes especificos. En ambos casos, la aplicacion del
andlisis didactico proporciona una sintesis estructurada que permite detectar
dificultades, potencialidades y relaciones, en trabajos previos, asi como organizar y
delimitar con precision el desarrollo posterior de la investigacion propia (Gonzalez,
1999).

Fases
El proceso consta de dos fases fundamentales:

- Una revision primaria de la informacion considerada en cada una de las areas de

investigacion que incluye la obtencién de datos, resultados y conclusiones relevantes,

118



organizados por cuestiones y contenidos relacionados con el problema de
investigacion, tratados en forma neutra. EI dominio de las fuentes de informacion

mas relevantes es contemplado en esta fase como un requisito inicial del método.

- Un andlisis de las relaciones existentes en la informacion ya recopilada. En esta
fase de revision secundaria, se extraen nuevos resultados y conclusiones generales,
donde se identifican cuestiones, conjeturas y prioridades para la investigacion,
conformando de este modo la informacién elaborada, caracteristica del analisis

didactico.
Resultados
El procedimiento proporciona tres tipos de resultados genéricos:

(a) Resultados Primarios (RP) o conclusiones del andlisis primario en términos de
proposiciones contrastadas o asumidas por grupos de autores relevantes. Estos datos
pueden ser comunes a una serie de autores o lineas de estudio, y a su vez singulares,
en la medida en que sean importantes y destacables. Se incluyen ademas, las
informaciones que sintetizan los resultados de una serie de trabajos o posiciones y las

lagunas o carencias detectadas, consideradas como informacion explicita por defecto.

(b) Resultados Secundarios (RS). Son conclusiones obtenidas de la reflexion
realizada sobre los resultados primarios. No se trata de informacion directa, presente
en los trabajos revisados, sino, se hace explicita a traves de los anélisis de las
relaciones entre los resultados puntuales y primarios. Los resultados secundarios
pueden ser, entre otros: opiniones, valoraciones y posiciones personales fundadas en
datos objetivos (puntuales o primarios); conjeturas plausibles en virtud de la
informacion que las sustenta; interpretaciones avaladas y/o solidas, en base a
argumentaciones coherentes y fundadas; lagunas o carencias implicitamente
detectadas o requisitos y necesidades obligadas por las situaciones, contextos o la

mera realidad, a tenor de las circunstancias que rodeen los estudios revisados.

(c) Consecuencias para la investigacion (C). De los propios resultados

secundarios se pueden elaborar conclusiones que no estén exactamente entre ellos,
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sino, que procedan del analisis de los mismos. Estas consecuencias pueden ser, entre
otras: conjeturas para la investigacion; recomendaciones para la realizacion de
estudios tedricos o empiricos previos; componentes de modelos teoricos a utilizar y
contrastar en el estudio u orientaciones generales. Este tipo de conclusiones habra
que entenderlas, como supuestos iniciales e ideas emergentes reconocidos, pero
también necesitados de un mayor desarrollo y vertebracion posterior, para la

consolidacién de posibles propuestas tedricas mas consistentes.

El analisis didactico contempla la posibilidad de que los resultados secundarios y
consecuencias obtenidos de su aplicacién, en un estudio especifico, pasen a ser
considerados resultados primarios en posteriores investigaciones relacionadas,
reconociéndose de este modo una relatividad en los resultados, derivada de la
aplicacion recursiva del método (figura 3.2). Los pormenores de esta circunstancia
que acontece en la presente investigacion, en relacion con la tesis doctoral de

Gallardo (2004), se expuso en el apartado 2.3.1 del capitulo 1I.

________________ 1

RP

vo3
@

RPi+1 ______________

FE
.

I' (i=1,2,...): Investigacion i
RP',RS!,Ci: Resultados Primarios,
Secundarios y Consecuencias de I'.

Figura 3.2 Recursividad del Andlisis Didactico y relatividad de sus resultados
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3.3.3 Aplicacion del Andlisis Didactico en la Investigacion

La descripcion de la aplicacion del anélisis didactico en la presente investigacion,
se lleva a cabo mediante la exposicion de los aspectos méas destacados relacionados
con el acceso al conocimiento cientifico (estrategia de busqueda, fuentes y tipos de
informacidn), el procedimiento empleado en la revision de la informacion recopilada,
la organizacién de los resultados obtenidos y las limitaciones manifestadas en el

empleo del método en este caso particular.
3.3.3.1 Acceso al conocimiento

Se establecieron dos estrategias basicas en el proceso de obtencion de

informacion:

(@) El empleo de los trabajos recopilatorios de Gutiérrez y Maz (2001), Ruiz,
Castro y Godino (2001) vy, recientemente, Gallardo (2006) como referencia concreta
para garantizar en lo posible el control sobre las principales fuentes documentales
relevantes para la investigacion y sistematizar el proceso de bdsqueda de

documentacién especifica en Educacion Matematica.

(b) La consideracion del apoyo desinteresado de algunos investigadores, en su
mayoria profesores del Programa de Maestria Ensefianza de la Matematica
(UNSAAC-CUES), en el envio puntual de material impreso accesible desde sus

centros de trabajo.
Respecto a los medios utilizados, se consideraron:

- Internet. Por su accesibilidad y disponibilidad de recursos llegé a ser la via de
acceso efectiva a las referencias de textos completos mas empleados en esta fase de

la investigacion.

- Bibliotecas y librerias. Se consider6 para la consulta directa, el material
disponible en la biblioteca de Educacion Matematica organizada por CUES en la
Universidad Nacional de San Antonio Abad de Cusco y en la biblioteca de la
Facultad de Educacion y de la Universidad Nacional del Altiplano (UNA) de Puno.
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También se contd con el catalogo de publicaciones electronicas de la biblioteca de la
Universidad de Méalaga (Espafa) gracias al apoyo de Dr. Jesus Gallardo. Asi mismo,
se visitaron ocasionalmente librerias universitarias y otros puntos de venta en Puno,
Juliaca, Cusco y Lima para localizar y adquirir obras de interés para la investigacion,
procedentes de distintas areas del conocimiento como la pedagogia, la filosofia, la
sociologia, la historia y la epistemologia de las ciencias y de la matematica, la

psicologia cognitiva y, sobre todo, la educacion matematica.

Las estrategias seguidas y los medios empleados permitieron acceder a las

siguientes fuentes y tipos de informacion:

1. Publicaciones periddicas especializadas.

Se consideraron para su revision las revistas en espafiol Ensefianza de las
Ciencias, UNO, Epsilon, Suma y Unién. Igualmente, se contemplaron articulos de
algunas de las publicaciones internacionales editadas en inglés y francés mas
representativas del area, como Educational Studies in Mathematics, Journal for
Research in Mathematics Education, Journal of Mathematical Behavior o

International Journal for Mathematics Teaching and Learning.

2. Actas.

Se revisaron las actas disponibles en Internet de:

- las conferencias anuales del International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME), en sus ediciones PME25, PME26 y PME28;

- los simposios anuales organizados por la Sociedad Espafiola de Investigacion
en Educacion Matematica (SEIEM), desde 1997 hasta 2006;

- las Reuniones Latinoamericanas de Educacion Matematica (RELME)
convocadas anualmente por el Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa (CLAME). En concreto, ALME14, ALME15, ALME1l7 y
ALME18.

3. Bases de datos.

De las que ofrecen un acceso libre a su contenido en Internet, se consulté la base

de datos, general, sobre educacién proporcionada por el Educational Resources
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Information Center (ERIC) y la base de datos de documentos PNA gestionada por el
grupo de investigacion Pensamiento Numérico y Algebraico.

4. Libros.

Se han empleado diversos vollimenes de caracter general sobre historia y
epistemologia de la matematica, cognicién y aprendizaje, o ensefianza y curriculum,
asi como, obras especificas en didactica de la matematica en forma de manuales o
‘handbook’ (por ejemplo, los editados por English (2002) o Gutiérrez y Boero
(2006)), monografias (p.e., Yearbook publicados por NCTM) y colecciones como
Matematicas: cultura y aprendizaje; y Educacién Matemética en Secundaria,
editadas por Sintesis.

5. Literatura gris.

Igualmente, se ha considerado para su revision material diverso no publicado en
forma de memorias de tercer ciclo, tesis de maestria y tesis doctorales, asi como, de
manera complementaria distintos documentos de propdsito formativo destinados a
cursos de Maestria y Doctorado.

6. Otras fuentes.

Ademas de las mencionadas, se ha hecho uso de los recursos bibliogréaficos
ofrecidos por las paginas web, de proyectos como el The Rational Number Project
(Universidad de Minnesota, Estados Unidos), de grupos de investigacion como el de
Teoria y Metodologia de Investigacion en Educacion Matematica (Universidad de
Granada, Espaiia) o el Collaborative Group for Research in Mathematics Education
(Universidad de Southampton, Reino Unido) y de centros de investigacion como el
Freudenthal Institute (Universidad de Utrecht, Holanda).

3.3.3.2 Método de revision de documentos

Para la revision de documentos se ha empleado como procedimiento admitido el
andlisis didactico el que ha dado muestras de ser efectivo en investigaciones
precedentes (Gallardo, 2004). El esquema bésico constituido por las dos partes

diferenciadas son las siguientes:

- Resumen neutro del contenido del documento. En él destacan, segun sea el caso,

las principales ideas relativas a los supuestos tedricos adoptados, la metodologia
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de investigacion empleada, los resultados y conclusiones obtenidos o las
propuestas didacticas y recomendaciones curriculares sugeridas. Es decir, se
enfatiza lo mas relevante de cada tipo de documento segln su contenido.

- Analisis critico de la informacion revisada en cada referencia, centrado
principalmente en las caracteristicas de los resultados obtenidos, en las
potencialidades y limitaciones manifestadas; asimismo, en las analogias y
divergencias surgidas con los planteamientos particulares del estudio; del mismo

modo, en las cuestiones relevantes para los propositos de la investigacion.
3.3.3.3 Limitaciones

En el transcurso de la aplicacion del Analisis Didactico, en la presente
investigacion han surgido diversas limitaciones y dificultades que dejan abiertas
posibles vias de continuacién y mejora para la etapa de revision de antecedentes en

futuros estudios. Exponemos a continuacion las que nos parecen més significativas:

1. En relacion al control sobre las fuentes y tipos de informacion, se han
descartado conscientemente para su revision algunas fuentes relevantes, por no
lograrse para ellas el acceso al contenido de texto completo. Tales son los casos
de publicaciones periédicas como Zentralblatt fur Didactik der Mathematik,
actas de congresos como las del ICME o bases de datos como MATHDI.

2. Los idiomas considerados en la revision del conocimiento, se han restringido al
espafol y al inglés, por su familiaridad con ellos.

3. Por la naturaleza de la investigacion ejecutada, la extensién procurada en la
primera fase y la articulacion entre los resultados primarios, secundarios y
consecuencias, presentados en el capitulo 11, constituyen tan solo una primera
aproximacion parcial al campo de conocimientos, complejo y extenso, del

namero racional en educacion matematica.

A pesar de las limitaciones subrayadas, consideramos que la amplitud y
profundidad con la que hemos empleado el Analisis Didactico, en esta ocasion,

resultan suficientes para los propdsitos establecidos en la investigacion realizada.
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3.4 METODOLOGIA DE LA FASE EMPIRICA

3.4.1 Estudio Descriptivo Evaluativo

El enfoque de investigacién es mixto, es decir, cuantitativos y cualitativos
(Hernandez, Fernandez y Baptista, 2003) estos dos enfoques integrados enriquecen el
estudio, ambas perspectivas investigativas no son excluyentes ni se sustituyen. El
estudio enfatiza la evaluacion de la comprension de los significados del namero
racional, las cuales son observadas a través de los registros de representacion que
ostentan los protocolos de resolucion de situaciones-problema abierta que se

proponen en el cuestionario.
Las fases de esta investigacion son:

Primero, realizamos las observaciones del fendmeno de la comprension a traves
de un estudio exploratorio sobre las dificultades que tienen los estudiantes en la
comprension de los significados de los niimeros racionales positivos (Q).

Segundo, establecemos suposiciones como consecuencias de la exploracion
anterior; Estas suposiciones se ven plasmados en un conjunto de problemas
especificos que son periféricos a la problematica general. Se plantea hipotesis
iniciales provisionales que durante el proceso de investigacion han de ir mutando.

Tercero, procedemos a comprobar el estado en que las hipétesis iniciales sean
ciertas. Se realiza el andlisis e interpretacion de las respuestas a las diversas
cuestiones de los instrumentos de recoleccion de datos.

Cuarto, las hipétesis en discusion son una vez mas auscultadas en base a la
observacion y el estudio teérico a modo de conclusiones.

Quinto, proponemos nuevas perspectivas de investigacion y pautas para
posteriores evaluaciones de los significados del objeto matematico en cuestion.
Grinnell, 1997. (Citado por Sampieri et al. 2003).

Presentamos un esquema del enfoque investigativo en el que se concilian los

enfoques involucrados; cualitativo-cuantitativo.
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Tabla 3.1

Enfoques de investigacion en el contexto de la investigacion del nimero racional

Conocer el fendmeno de comprension de los significados del nimero racional.

Metas de la investigacion

U

Cuantitativo Cualitativo
Punto de Conocer como es la Entender la naturaleza de la
partida comprension de los — comprension del objeto matematico y
significados  del  namero descubrir la relacion existente entre las
racional. representaciones graficas y simbdlicas.
Premisa La realidad del fenémeno de la El individuo construye y da

comprension puede conocerse significado a la realidad del
con la mente a través de una fendbmeno de la comprension. En el
reflexion deductiva. proceso inductivo se explora, describe
y posteriormente se genera
perspectivas teoricas.

Datos Uso de medicion y Uso del lenguaje natural en la
cuantificacion. —| descripcion detallada de datos, es
decir, situaciones, eventos, conductas
observadas y sus manifestaciones.

Finalidad Se reporta qué sucede. Se busca entender el contexto y/o
Estudio de hechos que dan punto de vista sobre la comprension
informacion especifica sobre del objeto matematico en cuestion que
la comprensién para poder ostenta el docente de matematica en
explicar y predecir. formacion.

* Elaboracion propia en base al texto Metodologia de la Investigacion de Hernandez et al. 2003.

3.4.1.1 Nivel y Tipo de Investigacion

El estudio es de nivel descriptivo exploratorio, reporta informacion sobre el
estado actual de la comprension de los significados de los nimeros racional positivo,
en su representacion fraccional. La técnica de observacion del fendmeno de
comprension fue la aplicacion de una prueba. Cabe recalcar que en este estudio no

tenemos control de la variable, lo que hacemos es estudiarla en su estado natural.

De acuerdo a la clasificacion propuesta por Sierra Bravo (1988), la investigacion
por su finalidad es del tipo basico, pues, tiene el objetivo de diagnosticar y describir
la comprension y su relacion con los sistemas de representacion, asi mismo, no deja
de tener una naturaleza aplicativa ya que sus conclusiones y recomendaciones estaran
dirigidos a solucionar el problema de los bajos niveles de comprension que presentan

los docentes en formacion.
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3.4.2 Poblacion y Muestra de Estudio

La poblacién de estudio estd constituido por los estudiantes de la Facultad de
Ciencias de la Educacion, de la Carrera Profesional de Educacion Ciencias, en la
especialidad de Matematicas y Computacion, de la Universidad Nacional del
Altiplano de Puno que realizan sus estudios bajo un sistema curricular rigido, en la
condicién de alumnos regulares. En el afio 2004 estos estudiantes cursaron el tercero,

cuarto y quinto nivel de estudios.

Para este estudio se ha seleccionado una muestra intencional, constituida por 60
estudiantes, a quienes se aplicd una prueba en un ambiente natural de aula. La tabla

3.2 recoge la distribucion por cursos de la poblacién y muestra participante.

Tabla 3.2
Distribucion de la Poblacion y Muestra por Nivel de Estudios Académicos

Nivel académico
- Total
Tercero Cuarto Quinto
Poblacion 40 41 40 121
Muestra 22 20 18 60

Elaboracién propia.

En el informe, cuando nos referimos a estudiantes del tercer, cuarto y quinto
nivel, nos estaremos refiriendo a los sujetos que al momento de la aplicacion de los
instrumentos de evaluacion estaban cursando el quinto, séptimo y noveno semestres
de formacion profesional. Valga la aclaracion para evitar las confusiones con los

niveles de desempefio u otro tipo de clasificacién por estratos.

Por ser éste un estudio de caracter exploratorio, no hemos prestado excesiva
atencion al tamafio ni a las caracteristicas de la muestra. Tan so6lo hemos procurado
abarcar a los que pertenecen a distintos niveles de estudio. Podemos afirmar también
que en el criterio utilizado para la seleccién de la muestra tuvo que ver la

accesibilidad a este grupo de estudiantes.

Tan sélo hemos buscado un primer grupo de alumnos con los cuales poder
iniciar la observacién empirica de comportamientos, ante tareas especiales

previamente disefiadas. Reconocemos que el procedimiento de seleccion seguido no
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garantiza la representatividad de la muestra, aunque conviene recordar que éste es un

aspecto que no nos interesa certificar en esta fase del estudio.
3.4.3 Procedimiento de Recoleccion de Datos

La recoleccion de la informacion, de naturaleza bésicamente cualitativa, fue a
través de la aplicacion del cuestionario en forma individual en el salén de aula. Los
estudiantes resolvieron las cuestiones en un tiempo aproximado de 60 minutos. Al
inicio se explico las intenciones de la prueba y se invito a leer las instrucciones de la
prueba antes de comenzar con la resolucion de los items. Durante la sesion de
aplicacion del instrumento se hizo algunas aclaraciones, si el estudiante asi lo
requeria. El caracter cualitativo del estudio demandé enfatizar en las descripciones
detalladas de las respuestas, por esta razon, se pidié al estudiante escribir su
respuesta acompafada de los calculos necesarios para encontrar la solucion. Desde la
perspectiva empirica, el centro de interés son los conceptos subyacentes detrés de las
respuestas observables de los alumnos a las diferentes preguntas referentes a

interpretacion de las fracciones.

3.4.3.1 Descripcion y analisis del instrumento de recoleccion de datos

Para la evaluacion de la comprension de los significados que ostentan los
estudiantes se ha disefiado una prueba de seis preguntas, éstas se caracterizan por ser
abiertas, porque son mas adecuadas para recoger informacion que pueda quedar

oculta con preguntas cerradas o de alternativa multiple.

El instrumento tiene un conjunto de orientaciones como “Instrucciones para
responder al cuestionario”, seguidamente, se proponen las seis cuestiones
organizadas segun los significados del namero racional. En este instrumento se
propone dos cuestiones sobre el significado “parte-todo continuo” y “parte-todo
discreto”, la tercera pregunta evaltua el significado de “cociente”; la cuarta, la
“medida”; la quinta, la “razén”; y finalmente, el significado de “operador”. De los
seis enunciados, solo el cuarto tiene una representacion grafica de segmentos. En lo

posible se ha procurado que los enunciados se hallen sin el auxilio de graficos, con la
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finalidad de dejar abierta la posibilidad de que sea el estudiante quien utilice las

representaciones gréaficas.

Se ha pretendido que los instrumentos de medicion registren datos observables
que denoten con nitidez los procesos cognitivos involucrados, lo mas cercano posible
a la variable de interés, se tratd de alcanzar este requisito con la formulacion de
preguntas abiertas, porque estas dan mayor posibilidad de recoger informacion sobre
lo que acontece en el ambito de las representaciones internas del sujeto,
exteriorizadas a través de las representaciones externas que presentan en cada

respuesta.

Para acceder a la mayor riqueza de las respuestas se habilitd un espacio
determinado “sector de respuestas”, en la resolucion del problema se sugiere hacer
todos los célculos en el mismo folio, ademas, se pide no borrar los errores o

equivocaciones que cometan para tener pistas sobre sus procesos de solucion.
3.4.3.2 Proceso de elaboracién del instrumento de evaluacion

En este numeral se explica el proceso de formulacion del instrumento de
recoleccion de datos: “Prueba sobre comprension de los significados del nimero
racional”. Ademas, se explica las intenciones, el objetivo de cada cuestion, las
posibles respuestas y las representaciones utilizadas en forma pertinente en la
solucion de cada situacion problematica, respuestas que se consideran correctas,

grado de dificultad y si son necesarias las observaciones. (Rodriguez, 2005).

La secuencia del proceso de construccion del instrumento se inicia con la
definicién de los significados del nimero racional, para esta tarea se tom6 como
documento orientador el libro de Gairin y Sancho (2002); luego, se exponen los
objetivos de cada item, que en la tabla 3.3 se muestra como *“Desempefio esperado”,
es decir, las habilidades que deberan mostrar los sujetos. Estas habilidades estan
referidas a la comprension de los cinco significados mas usuales que tienen los
nameros racionales: la fraccién como parte-todo, cociente, medida, razén y operador.
Paso seguido, se formula una pregunta por cada desempefio esperado, tal como

muestran los cuadros que a continuacion se exponen:

129



Tabla 3.3

Matriz de Formulacién del Instrumento de Recoleccién de Informacién sobre

Significados del Nimero Racional

Definicion de los significados de numero Desempeiio
: , - Problemas
racional, segun Gairin y Sancho 2002. esperado
El ndmero racional como “parte-todo”: Este Interpreta una situacion 1) Si divido una barra de
significado se da cuando existe la division de una| o |Problematica, enunciada_e;n _chocolate en cuatro trozos
unidad en partes iguales de las que se “destacan”| 2 |forma ‘_’?_rb%'* dela fracg'on en 'gua_']‘f_s y dtomo tres, ¢que
algunas. Las partes en que se ha dividido la unidad | £ | SY Sldniticaco pa_rte(—jto ° stant |cado| mate[*r]at:jco tiene
| denominador de la fraccion, mientras que las| S continuo’ proponiendo una para usted la accion de tomar 3

son € e O | explicacion simbdlicay de un total de 4 trozos?
partes que se destacan estan indicadas por el gréafica.
numerador. La relacion “parte-todo” se presenta — _ _
cuando un “todo” (continuo o discreto) se divide en Interpreta una situacion 2) Sien una reunion de

artes “congruentes” (equivalentes como cantidad proble_matlca de la fraccion, amigos, tr_es son chicos y
P - . TN - 9 | enunciada en forma verbal, en | cuatro, chicas, ¢qué fraccion
F’e _superfICIe o ,cantldad d_e objetos”). La, fraccion Q| susignificado “parte-todo del grupo de amigos son
indica la relacion que existe entre un nimero de| & | discreto’ proponiendo una chicos?
partes y el nimero total de partes (que puede estar | & | explicacion simbélicay
formado por varios “todos”). El todo recibe el gréfica.
nombre de unidad.

El nimero Racional como “cociente”: En este caso, la
fraccion a/b representa una situacion de reparto, en la que se
trata de conocer el tamafio de cada una de las partes que
resulta de distribuir a unidades en b partes iguales.

Interpreta una situacion
problematica, enunciada en
forma verbal, de la fraccion en
su significado como “cociente”
y explica el reparto usando
simbolos y graficas.

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

El nimero Racional como “medida”: En este constructo
se plantea la necesidad de medir la longitud de un segmento
AB tomando como unidad de medida la longitud de un
segmento CD, que no estd incluido un ndmero entero de
veces en el segmento AB.

En términos generales se puede decir que la fraccion como
medida responde a la necesidad de medir una magnitud
tomando como unidad de medida otra magnitud de la misma
naturaleza que la anterior que no esta incluido un nimero
entero de veces en ella. El objeto a medir no siempre seré
una longitud, puede ser un area, el tiempo, masa, etc.

Interpreta una representacion
gréfica lineal que trasmite el
significado de la fraccion
como ‘medida’ y traduce a
representacion simbolica.

4) De la observacion de la
figura: ¢qué parte de é es

E) ?, ¢cuanto mide é ?

&
 J

El nimero Racional como “razén”: En este constructo a/b
no representa la particion de ningln objeto o cantidad de
magnitud, sino la relacidn que existe entre dos cantidades de
magnitud, la comparacién entre los cardinales de dos
conjuntos, o la comparacion entre una cantidad de magnitud
y el cardinal de un conjunto. La comparacion se establece
entre las cantidades que expresan el numerador y el
denominador y, por tanto, el orden en que se citan las
magnitudes que se estdn comparando es esencial. La
comparacion entre cantidades que indica la fraccion ha de
entenderse como el tanto por uno, es decir, como la cantidad
de la magnitud a que se refiere el numerador que
corresponde a cada unidad de la magnitud considerada en el
denominador

Interpreta el enunciado
problematico que involucra
fracciones en su significado de
‘razon’ a través de una
explicacion simboélicay o
grafica.

5) En una mesa hay 9 libros, de
los cuales 5 son de
matematicas y 4 de
investigacion; ;qué se puede
decir del nimero de libros de
investigacion respecto al
numero de libros de
matematica?

El nimero Racional como “operador”: En este constructo
se parte de un nimero o figura dada y mediante la
realizacion de operaciones se transforma en un segundo
numero o figura. Por tanto, se puede interpretar a la fraccion
como una funcién de cambio. El trabajo con operadores
conecta las fracciones con las propiedades algebraicas de
multiplicacion inversa y de identidad de elementos, y con
propiedades del analisis como son los de composicion de
funciones.

Identifica la fraccion en su
significado como ‘operador’ y
lo utiliza para la solucién de
una situacion problematica.

6) En un sal6n de clases, de los
35 alumnos aprueban
matematica los 4/5 ¢;cuantos
aprueban matematica?

Elaboracién propia.
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El resultado de este proceso es la “Prueba sobre comprension de los
significados del namero racional”, el mismo que se presenta en el anexo A.2. A
continuacion la figura 3.3. exhibe la disposicion de los item y su formato.

PRUEBA SOBRE COMPRENSION DE LOS SIGNIFICADOS DEL NUMERO

Apellidos y Nombres :

INSTRUCCIONES PARA RESPONDER AL CUESTIONARIO

. Lea atentamente los enunciados y preguntas.

1
2. Recuerde que para expresar sus respuestas puedes utilizar palabras cotidianas, nimeros,

simbolos, figuras, etc.

3. Si no puede responder a la cuestion escriba explicando por qué no puede hacerlo. (No tiene
los términos adecuados, no recuerda, lo ignora u otra razén)

4. Si se ha equivocado puede tachar y continCia con la respuesta. (Nunca borrar)

5. Si tiene que hacer calculos hégalo en la parte en blanco de la misma hoja. De ninguna

manera haga sus célculos en otra hoja.

6. Le rogamos responder las cuestiones en completo silencio para no interrumpir a sus

compafieros.

Agradecemos su gentil cooperacion e interés por responder a las cuestiones

Sector “Preguntas”

Sector “Respuestas”

1) Si divido una barra de
chocolate en cuatro trozos
iguales y tomo tres, ,Qué
significado matemético tiene
para usted la accion de tomar 3
de un total de 4 trozos?

2) Si en una reunién de amigos
son tres chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a cada
uno de los amigos?

4) De la observacion de la
figura. ¢Qué parte de la a es b ?

A

A

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de mateméticas
y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ndmero de libros de
matematica?

6) En un salon de los 35
alumnos aprueban matemética
los 4/5 ¢ Cuéntos aprueban
matematica? ¢ Qué significado
matemético tiene aqui la
fraccion 4/5?

Sefior Estudiante, gracias por su cooperacion.

Figura 3.3 Prueba sobre Comprension de los Significados del Nimero Racional

3.4.3.3 Descripcion del instrumento de evaluacion

Para la evaluacion de la comprension de los significados que poseen los

estudiantes, se ha aplicado una prueba de seis preguntas abiertas, porque son las mas

adecuadas para recoger informacion que pueda quedar oculta con preguntas cerradas

o de alternativa multiple. Para acceder a la mayor riqueza de las respuestas se sugirié

hacer todos los calculos en el mismo folio, por eso, asignamos un espacio de

respuestas; ademas, se solicitdé no borrar los errores o equivocaciones que efectien

para tener pistas sobre sus procesos de solucion.

A continuacion exponemos en detalle las cuestiones que fueron resueltas por los

estudiantes, organizados segun los significados descritos en la “Matriz de

131




formulacién de instrumento de recoleccion de informacién sobre significados del
numero racional”. En la descripcion de los items se explicita los objetivos, la
presentacion del enunciado de la pregunta, las conjeturas sobre las posibles

respuestas incorrectas, la respuesta considerada correcta, el grado de dificultad y

finalmente, las observaciones, si fuera el caso.

Tabla 3.4 a)

Descripcion del primer item del instrumento de recoleccién de datos.

Posible respuesta

Objetivos: Enunciado de la pregunta: . |
incorrecta:

Averiguar si el alumno puede 1) Si divido una barra de 4

interpretar el significado parte-todo chocolate en cuatro trozos 5

con cantidad de magnitud continua del
namero racional, a partir del enunciado
verbal, escribiendo su respuesta,
utilizando representaciones simbdlicas
y pictoricas.

iguales y tomo tres, ¢qué
significado matematico tiene
para usted la accién de tomar 3
de un total de 4 trozos?

(Confundir el todo con la
parte)

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

El significado que se ha tomado 3 de
4

la unidad.

“Tres cuartos de chocolate

El item no tiene distractores,
con esto se pretende evaluar
realmente el significado parte-
todo, el méas conocido por los
educandos y utilizado en los
textos escolares.

Se considerara vélida la
respuesta si no esta
acompafiada de una
explicacion o se utilice
solo una representacion.

Tabla 3.4 b)

Descripcion del segundo item del instrumento de recoleccion de datos.

Posible respuesta

Objetivos: Enunciado de la pregunta: . .
incorrecta:

Averiguar si el alumno puede 2) Si en una reunién de 7

interpretar el significado parte-todo amigos hay tres chicos y g

con cantidad de magnitud discreta del
nGmero racional, a partir del enunciado
verbal, escribiendo su respuesta,
utilizando representaciones simbdlicas
y pictoricas.

cuatro chicas, ¢qué fraccion
del grupo de amigos son
chicos?

(Confundir el todo con la
parte)

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

La fraccion del grupo que son chicos

134,
§44%

7

“tres sétimos”

Al igual que la anterior este
item es de facil solucién por
ser familiar al estudiante.

Se considerara valida la
respuesta si no esta
acompafada de una
explicacion o se utilice
solo una representacion.
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Tabla 3.4 ¢)

Descripcion del tercer item del instrumento de recoleccion de datos.

Objetivos: Enunciado de la pregunta: Posible respuesta
incorrecta:

Averiguar si los alumnos pueden 3) Tres amigos quieren 3

interpretar el significado de cociente repartirse 5 chocolates de g

del nimero racional en el enunciado
del problema y proponer solucién,

utilizando representaciones simbdlicas

y graficas.

manera equitativa, ¢cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

(Confundir con el
significado de parte-todo)

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

A cada amigo le corresponde 1 entero
y 2/3 de barra de chocolate.

Se considera de dificultad
media porque este significado

escolares. Ademas el

es utilizado en todos los textos

Se considera valida la
respuesta, 1,666...

Nt % = b3 enunciado conduce casi
% ﬁ cads wno 2 automaticamente a la division.
oy e P £
Ggo? Az A3, .
7 E:J 1 = s
Tabla 3.4 d)

Descripcion del cuarto item del instrumento de recoleccién de datos.

Posible respuesta

Objetivos: Enunciado de la pregunta: . .
incorrecta:
Dada una situacion esquemadtica del | 4) De la observacion de la figura. | 9
significado de medida del nimero - _ -
¢Quépartede a es b ? 6

racional, presentada a través de una
figura de segmentos, averiguar si el
alumno logra interpretar el
significado de medida de la
fraccion que transmite la figura.

< e—— >
<4+

b

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

El segmento b es igual a los 2/3 del
segmento a.

El segmento b es igual a los dos
tercios del segmento a.

A pesar de que en este significado

esté presente el significado de
parte-todo continuo, se prevé que
el estudiante tenga dificultades
por no ser muy estudiado en el
curriculo escolar.

Seré vélida la respuesta
6/900.66....
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Tabla 3.4 €)

Descripcion del quinto item del instrumento de recoleccion de datos.

Objetivos:

Enunciado de la pregunta:

Posible respuesta
incorrecta:

Averiguar si el estudiante consigue
utilizar el nimero racional en su
significado de razon, en la solucion del
problema, enunciado verbalmente.

5) En una mesa hay 9 libros,
de los cuales 5 son de
matematicas y 4 de
investigacion; ¢qué se puede
decir del nimero de libros de
investigacion respecto al
numero de libros de
matematica?

4 .
5 (Confundir el

significado de razén con
el de parte-todo)

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

El nimero de libros de investigacion
esta en una razon de 4 a 5 respecto a

4
los libros de matematica. Es decir: 5

El grado de dificultad es
medio, porque este contenido
los estudiantes lo desarrollaron
y esta presente en los textos
escolares junto con las
proporciones.

Tabla 3.4 1)

Descripcion del sexto item del instrumento de recoleccién de datos.

Objetivos:

Enunciado de la pregunta:

Posible respuesta
incorrecta:

Dado un enunciado verbal de la
situacion problematica que involucra el
significado de operador del nimero
racional, averiguar si el estudiante
logra utilizar la fraccién como
transformador de un estado o cantidad
de magnitud suministrada.

6) En un sal6n de 35 alumnos,
aprueban matematica los 4/5
(cuantos aprueban
matematica?

Respuesta considerada correcta:

Grado de dificultad:

Observaciones:

4
Aprueban matematicas 35 x s =28

estudiantes.

Este significado es bien
conocido por los estudiantes y
utilizado en los contenidos de
razonamiento matematico, por
eso, se califica de dificultad
media.

Se considerara valida toda
respuesta que utilice
calculos correctos que
implique multiplicacién
por 4y divisién entre 5u
otros analogos.

Elaboracion propia.

3.4.4 Andlisis de datos

La presentacion, descripcion y andlisis de la informacion se realiza desde la

perspectiva cuantitativa y cualitativa. La primera, recurre a los recursos estadisticos

de caracter descriptivo, esencialmente tablas porcentuales y grafico de barras. La

segunda, se limita a la presentacion de casos tipicos de respuesta, que son objeto de
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analisis de contenido, en base a las representaciones externas de los protocolos de

resolucion de las situaciones problema.

La fuente de datos son las 60 pruebas que resolvieron los estudiantes. Como cada
prueba tiene 6 cuestiones propuestas, el conjunto de datos esta conformado por 360

respuestas distribuidas en tres semestres de estudio de formacion profesional.
3.4.4.1 Presentacion cuantitativa de resultados

En las tablas se organizan los datos porcentuales de las respuestas correctas por
cada uno de los items. Para las descripciones y anélisis se maneja la cifra total y

quedan como un simple referente las cifras porcentuales por nivel de estudio.
La secuencia del tratamiento de esta informacion es la siguiente:

I. Clasificacion y codificacion de las pruebas. El cddigo esta signado por dos
numerales, por ejemplo: 3-1 significa primer estudiante del tercer nivel de

estudios de formacion profesional.

2. Presentacion en tablas segun nivel de estudio de las respuestas originales a la
“Prueba sobre comprension de los significados del numero racional”. La
integridad de las respuestas presentadas por los estudiantes son escaneados y
organizados en tablas que se adjuntan en los anexos. Estos protocolos estan
clasificados por el tipo de respuesta y los tipos de registros de representacion que

utilizan en la resolucion.

4. Descripcion estadistica de los datos obtenidos con el cuestionario. Se ha
organizado tablas de “Muestras de desempefio” interpretativo de los significados
del namero racional segun nivel de estudio. Cada tabla expone el porcentaje de
los diferentes tipos de respuestas por cada significado: Empleo Propio Correcto
(EPC), Empleo Propio Incorrecto (EPI), Interferencia Externas (IE), Interferencia
Interna (11) y Dudosas (D).

5. Ademas de las tablas de sintesis, se elabora graficos de barras, que tienen el

objetivo de ilustrar el estado de la problematica.

135



6. Con la intencion de exponer el tipo de representaciones que utiliza el
estudiante, se disefid la tabla titulada: “Tipos de representaciones en las

respuestas a la Pregunta N° _ ” por cada pregunta segun el nivel de estudio.

7. Con el objetivo de presentar pruebas empiricas sobre la interferencia del
significado parte-todo en los demas significados, al momento de solucionar la
cuestion, se ha organizado tablas denominadas “Interferencias en las respuestas al

problema del nimero racional”.
3.4.4.2 Analisis cualitativo de resultados

El andlisis se refiere a la tarea de codificacion, clasificacion, agrupacion vy
manipulacion de datos (transcripciones, escaneados, sefializacion de indicios,
sefializacion de regularidades de incidencias o patrones), interpretacion de

regularidades.

Segun Huberman y Miles (1994) citado por Coffey y Atkinson (2003), el analisis
de los datos cualitativos en este estudio pasa por tres sub-procesos relacionados entre

Ve

SI:

a) Reducir los datos, implica la selecciéon y condensacion de la informacion,
aqui se resume, codifican y descomponen en grupos y categorias.

b) Exponer los datos: aqui se describe las formas como los datos reducidos se
despliegan en formas visuales, por medio de diagramas o de cuadros, a fin de
mostrar lo que implican, es asi que para Huberman y Miles la exposicion de
datos es como un “ensamblaje organizado y comprimido de informacién que
permite sacar conclusiones o actuar”.

c) Sacary verificar las conclusiones: aqui se interpreta los datos antes expuestos
y se extrae sus significados. Las tacticas a emplearse son: buscar casos
contrastantes y comparativos; observacion y exploracion de temas,

identificacion de patrones y regularidades, usando metéforas.
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CAPITULO IV

ANALISIS DE SIGNIFICADOS EN
LIBROS DE TEXTO

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se exhiben los resultados del andlisis de los libros de texto de
matematica del primer grado de educacion secundaria. Se analiza la presencia de los
significados del numero racional, sus representaciones, analisis fenomenoldgico,
revision de los elementos metodoldgicos y una seleccion de las ilustraciones mas
representativas. El estudio de los significados pretende identificar, clasificar y
aportar elementos que sitlen la comprension de los significados de los estudiantes de
formacion pedagdgica en un contexto escolar concreto y aportar elementos de juicio
que expliquen el impacto de las representaciones en la comprension de los

significados del namero racional en el curriculo de matematica.

La relacion existente entre el curriculo oficial y los libros de textos influyen de
forma considerable en la comprension de los significados del numero racional. Los

libros escolares son unos instrumentos de desarrollo del curriculo, ademas de un
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material para la ensefianza debiendo, por tanto, configurar una determinada

comprension.

Los libros de texto que circularon en el sistema escolar por mas de cincuenta
afios como es el caso de la muestra de nuestro estudio, influyen en el proceso de
ensefianza y aprendizaje, por cuanto, presentan una determinada organizacién de
formato, secuencia de nociones matematicas, unos determinados problemas y unas
orientaciones metodoldgicas, una epistemologia y fenomenologia, por lo que
consideramos que son una condicionante importante en el tipo de ensefianza y

aprendizaje.

El sustento teodrico para la valoracion de los libros de textos se centra en la
naturaleza de las matematicas, como resultado cultural, a través de la
reestructuracion del curriculo desde los contenidos y el propio proceso de ensefianza.
El estudio de los nimeros racionales se concretiza a través de la utilizacion de
situaciones, representaciones y modelos que soporten una secuencia que permita la
extension de un conjunto numérico a otros de forma comprensiva. La importancia de
los distintos sistemas de representacion del concepto de numero racional y las
actividades cognitivas de formacion, transformacion y conversion, permiten un
tratamiento adecuado para su comprension. (Duval, R. 1995). La relatividad del
saber se analiza con la teoria de la Transposicion Didactica (Chevallard, 1991), el
cual se refiere a la adaptacion del conocimiento matematico para transformarlo en
conocimiento para ser ensefiado el que se puede detectar en los libros de texto. La
transposicion didactica ayuda a analizar el proceso de transicion del saber académico
en saber ha ser ensefiado que se puede advertir en los libros de texto, ademas de
algunas creaciones propias del sistema didactico como consecuencia de la
trasposicion interna y descubrir las causas por las cuales se generaron significados

inadecuados de los objetos matematicos transmitidos en la ensefianza.

En este capitulo, se indaga y reflexiona sobre el andlisis de libros de textos
matematicos a través de un enfoque cualitativo. En el capitulo siguiente, se provee el
sustento empirico para explicar los resultados del analisis de los libros texto, analisis

que se realiza en forma reflexiva y valorativa, mas no como critica.
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4.2 PROPOSITOS DEL ESTUDIO

En la ensefianza de la matematica del nivel secundario, los libros de texto son
uno de los principales y clasicos materiales educativos para favorecer el aprendizaje.
A pesar de esta importancia se constata facilmente muchas limitaciones, como a
primera vista se encontré en la presentacion y diagramacion de los textos. La
presentacion de los mismos puede influir en la motivacion del aprendiz ya que la
forma en que exponen los contenidos, introducen y desarrollen los conceptos,
pueden influir en qué aprenden y cémo aprenden. Si admitimos que el libro
constituye uno de los materiales de ensefianza y recurso de aprendizaje de mayor
importancia, ademas de ser una fuente de actividades de extension y tareas; entonces,
sera necesario evaluar y analizar estos libros de texto, asi como la forma como
desarrollan los significados del nimero racional. Asimismo, se analiza si el modo en
que se introducen los numeros racionales con relacion a sus diferentes significados
reflejados en los textos, determinan, en cierta medida, la comprension de este

concepto .

El propdsito del analisis de los significados del nimero racional en los libros de
texto es conocer el saber didactico del concepto de fraccion. Esta aproximacion
permite un conocimiento sobre las formas de presentar fracciones, como una
representacion simbdlica del nimero racional y sus significados en los libros de

texto.
Este estudio tiene los siguientes objetivos:

- ldentificar y analizar el contenido “NUmeros Racionales” mediante los
criterios: programa curricular al que corresponde, afio de edicién, conceptos,
significados, sistemas de representacién, analisis fenomenoldgico, problemas
representativos e ilustracion representativa.

- Evidenciar los significados subyacentes en el desarrollo del concepto de los
nameros racionales.

- Poner de manifiesto los distintos sistemas de representacion del numero

racional utilizados por los textos para facilitar su compresion.
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El estudio evalla la presencia de los significados en los libros de texto como un
mejor criterio de exposicion del concepto de nimero racional a fin de promover una

comprension mas integral de este objeto matematico.

Para la consecucion de estos propdésitos se establecio los siguientes criterios de

observacion y analisis.

- Identificacion de los significados y concepto del niamero racional en el libro
de texto.

- Seleccion y presentacion de ilustraciones mas significativas sobre los
significados.

- Identificacion de las representaciones y evaluacion de sus transformaciones y
conversiones.

- Analisis de los elementos fenomenologicos que utiliza el autor para
introducir el concepto de nimero racional y sus significados.

- Identificacion y valoracion de los aspectos histdricos que se utiliza en cada
capitulo o unidad de namero racional, en los libros de texto.

- Valoracion de los aspectos metodoldgicos, las intenciones u objetivos de la
unidad, la manera de presentar y enunciar los ejercicios y problemas, ademas,

de los errores de concepcion que eventualmente se puedan identificar.

La valoracion de la presencia y desarrollo de los criterios se realizé mediante una

evaluacion del contenido en cada uno de los textos y para cada uno de los criterios.

4.3 ELEMENTOS DE ANALISIS
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Los elementos de andlisis son los contenidos matematicos presentados en los

libros de texto de primer grado de estudios y en algunos casos de segundo grado. El

NUMERO RACIONAL
\
[

[
20 Libros de texto
de matematicas

e Significados
e Concepto, definicion

Anélisis Analisis Anélisis
representacional fenomenolégico metodoldgico
Tipos de representaciones Numeros racionales en la Objetivos e intenciones
Transformaciones vida cotidiana Orientaciones metodolégicas
Conversiones Elementos historicos Problemas y ejercicios
Errores de concepcion

objeto matematico, materia de evaluacion, es el concepto de numero racional y como

el autor lo desarrolla en el proceso didactico y si utiliza los diferentes significados.

Figura 4.1 Elementos de Analisis de los Libros de Texto

4.3.1 Muestra de los Libros de Texto

La muestra de libros de texto para el analisis estuvo conformada por 20 libros de
texto de matematicas del nivel secundario, dieciséis de primero y cuatro de segundo
grado. Los libros de texto pertenecen a los afios comprendidos entre 1963 y 2004,
editados por diferentes editoriales. Durante los afios comprendidos entre 1982 y 1975
el contenido numeros racionales se estudio en segundo grado. EI nimero de autores
es trece, tres de los cuales con una larga trayectoria en la publicacién de libros de
texto. En estos ultimos autores se observa la evolucion de los contenidos entre sus

diferentes ediciones.
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La seleccion de la muestra no fue aleatoria, el criterio de seleccion fue la
accesibilidad a los textos sobre todo con los mas antiguos, por ser estos de dificil
acceso. La tabla. 4.1 describe la muestra distribuida segun el afio de edicion, autor,
lugar de edicidn, grado de estudio y programa curricular al que corresponde; ademas
se asigna un codigo a cada libro de texto con la finalidad de simplificar la

identificacion.

Algunas limitantes halladas en el proceso de indagacion realizada en los libros de
texto son el limitado nimero de textos de la muestra, lo ideal hubiera sido evaluar
mayor cantidad de textos distribuidos homogéneamente en todo el siglo XX; otra
limitante fue la dificultad para rastrear los documentos curriculares que orientan la
ensefianza de la matematica en el periodo de estudio. Por la naturaleza del estudio el
analisis se limita a las paginas que explican el concepto y significados de nimero
racional, como podrd observarse no se analiza otras nociones referentes a los
racionales como las operaciones basicas, sus propiedades, etc. Otra limitante
respecto a la nocion de estudio es que no se logra encontrar referencias explicitas de
los significados del numero racional. Ante la fuerte tendencia a construir los
racionales desde la clase de equivalencia, serd necesario buscar en el desarrollo de
las unidades, en las ejemplificaciones, definiciones, conceptos, ejercicios
desarrollados y propuestos, algunos rasgos presentes de los significados en un

esfuerzo por sustentar la fenomenologia que se oculta tras la matematica moderna.

142



Tabla 4.1

Cuadro de Identificacion y Codificacion de los Textos Escolares

N° | Afio Nombre del Autor Cadigo Titulo del Texto Escolar Lug.ar,de Editorial Grado Programa o Disefio Curricular al
Edicién que Corresponde
1 |2004 | Vera Gutiérrez, Carlos Estuardo L.T. 2005 Matematica Primer grado R. M. N° 019-2004.
Lima El Nocedal Primero Programa Estrat_eglco Nacional de
Desarrollo Curricular.
Disefio Curricular Basico.
2 |2003 | Covenas Naquiche, Manuel L.T. 2003-A Matematica 1 Educacion . ~ . Reconocido por el MED-2002
. Lima Brufio. Primero - . - -
Secundaria Disefio Curricular Basico de Educacion
3 | 2003* | Rojas Poémape, Alfonso L.T. 2003-B Matematica 1 Educacion . . Secundaria de Menores. Una Nueva
- Lima San Marcos Primero .
Secundaria Secundaria
4 | 2003* | Bustamante Montealegre, Pedro. L.T. 2003-C Matematica 1 Texto Integrado Arequipa Independencia Primero
5 12003 | Quijano Hiyo, Jorge y Carretero L.T.2003-D Matemética 1 . .
Lima Kano Primero
Mendoza, Gustavo
6 | 2000 | Obra Colectiva. Dir. Lohmann Catalina L. T.2000-A | Simbolo 1. Matematica Secundaria Lima Santillana Primero
7 12000 | Valencia, Parisaca, Victor H. y Candia L.T. 2000-B Matematica | Cadena del Sur .
Quenta, Hermelinda. Puno Naupa’s Primero
8 | 1997 | Obra Colectiva. Dir. Ibarra Morelli, L.T. 1997 Matematica 1 Secundaria . . .
Carmen Lima Santillana Primero
9 [1995 | Romero Mendez, Rubén L.T. 1995 Matemaética 1 Lima Magisterio Primero
10 [ 1993 | Gutierrez M. Virgilio L.T. 1993 Matemética Primer Grado de - .
. Lima Omega Primero
Secundaria
11 [ 1992 | Rojas Gasco, Gustavo L.T. 1992 Matematica 1 Teoria y Practica. Lima Ambers Primero | Programa Curricular del Primer Grado
12 [ 1991 | Vasquez Urday, Carlos Emilio L.T. 1991 El Mundo de la Matematica 1 Lima Stella Primero | de Secundaria de 1989
13 | 1990* | Romero Mendez, Rubén L.T. 1990 Matematica 1 La Nueva Estructura -
. Lima
de la Matemética
14 | 1982 | Cruz Solérzano, M&ximo de la L.T. 1982 Matemética 2do. Grado de .
< . Lima Brasa Segundo
Educacién Secundaria
15 [ 1976 | Vega Villanueva, Flavio L.T.1976-A Matematica Moderna 2 Colegio Militar
Callao . Segundo
Leoncio Prado
16 | 1976 | Romero Mendez, Rubén L.T.1976-B Matematica Moderna 2 Lima Universal Segundo
17 | 1975 | Cruz Sol6rzano, M&ximo de la L.T. 1975 Matemética Moderna 2 Lima Labrusa Segundo | Programa Adaptado
18 | 1974 | Cruz Sol6rzano, Maximo de la L.T. 1974 Matematica Moderna 1 Lima Arica Primero | Programa Generalizado.
19 [ 1963 | Vega Villanueva, Flavio L.T.1963-A Matematica ler. Afio de Colegio Militar . Programa Oficial de 1963.
- . Callao - primero
Educacion Secundaria Leoncio Prado.
20 [ 1963 | Romero Mendez, Rubén L.T.1963-B Matematica Primer afo Colegio Militar .
Callao Primero

Leoncio Prado.

* Por razones comerciales se suele no consignar el afio de edicion. En estos casos se ha estimado el afio. Elaboracion propia.
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4.3.2 Instrumentos de Recoleccion de Datos

En este apartado se describe la estructura y contenido del instrumento de

recoleccion de datos para el analisis del concepto y significado del nimero racional

en los libros de texto, asi como, el formato y la presentacion del instrumento.

4.3.2.1.Dimensiones o variables de estudio

El instrumento disefiado para el analisis del contenido esta constituido por seis

aspectos de analisis:

Presentacion de los significados y conceptos del nimero racional: en
este punto se identifica la presencia de los cinco significados: parte-todo,
medida, cociente, operador y razdn; ademas, se analiza el concepto del
namero racional que el autor propone para su aprendizaje.

Seleccion de ilustraciones significativas: luego de una seleccién se
presenta la figura mas representativa que ilustra el concepto y significados
que el autor maneja en el libro de texto. Los criterios de seleccién son:
esteticidad, representatividad del significado y ser el mas usual en el texto.
Andlisis de sistemas de representacion: se identifica los tipos de
representacion, ademas se distingue el mas utilizado. Se realiza un analisis
de la transformacion al interior de cada representacion y las conversiones
entre los registros de representacion. Finalmente, se hace un juicio
valorativo sobre las preferencias por cada tipo de transformacion y

conversion.

. Analisis fenomenoldgico: Se estudia la naturaleza de los numeros

racionales, su practica matematica, lo que implica estudiar la naturaleza de
la actividad, para propiciar en el estudiante una genuina experiencia
matematica. Segun Freudenthal (1983), el material necesario para una

fenomenologia didactica del nimero racional sera necesario:

- El conocimiento matematico de niUmeros racionales.
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- Sus aplicaciones: la capacidad de darle aplicaciones del concepto a la
vida cotidiana.

- Su historia: En este acapite se revisa la utilizacion de elementos de la
historia de la matematica, se valora si los elementos historicos se
utilizan como recurso didactico en el desarrollo del estudio del namero
racional, se evalta si los hechos histéricos son pertinentes, y estan
relacionados con el contenido que se estudia.

- Los procesos reales de construccion del nimero racional y adquisicion

de los significados que el libro de texto puede provocar.

v. Andlisis metodoldgico: Se identifica si las intenciones y objetivos son
explicitos o implicitos. Se aprecia las orientaciones metodologicas, si es
que los hubiera. Un elemento de andlisis en este aspecto son los ejercicios y
enunciados de los problemas. Finalmente, se sefialan los posibles errores de

concepcion.

De todo lo expuesto se puede concluir que los aspectos considerados para el
andlisis buscan ser exhaustivos en lo referente al foco del analisis que son los

significados y el concepto de numero racional expuestos en los libros de texto.
4.3.2.2 Estructura y contenido del instrumento de analisis

El registro de la informacion, la forma de presentar los conceptos, significados,
representaciones y fenomenologia del numero racional y las orientaciones
metodologicas fue recogido en una parrilla que permite la consulta y el estudio

pormenorizado de los diferentes organizadores en los respectivos textos escolares.

La presentacion y formato del instrumento es una parrilla de cinco celdas
principales en un folio, en las que cada celda recoge los datos de analisis:
significados 'y conceptos, lustraciones, representaciones, fenomenologia y

metodologia.
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Concluimos este apartado con la presentacion del instrumento con sus
respectivas orientaciones para el andlisis de cada aspecto, como se puede ver en el

gréfico siguiente:

Tabla 4.2
Valoracion Cualitativa de los Significados y Conceptos del Numero Racional:
Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo L.T. xxxx)

1. Significados y Conceptos 2. llustraciones Representativas 3. Anélisis Representacional
Tipos:
¢ Cual es la definicion o concepto de llustraciones que representen los ;Qué representaciones utiliza para exponer|
ndmero racional que expone el texto?  |significados del nimero racional. el concepto y significado de Q?
¢ Qué significados estan presentes en la |Esteticidad.
exposicion de los nimeros racionales? Transformaciones:

; Qué tipo de transformaciones se realizan
en la exposicion del contenido?

Conversiones:
; Qué tipo de conversiones se encuentra en
el tratamiento de las representaciones?

4. Anélisis Fenomenolégico 5. Aspectos Metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana: Objetivo s e intenciones:

¢Los ejemplos, ejercicios y problemas estan contextualizados |;,Se enuncia las intenciones, objetivos de la unidad o capitulo?
a la vida cotidiana del estudiante?

;El desarrollo de los nimeros racionales muestra aplicaciones,
situaciones que modelen fenémenos de la realidad? Orientaciones metodoldgicas:

¢ Qué orientaciones metodolégicas se encuentran en los textos?

Elementos histéricos: Problemas y ejercicios representativos:

¢ Qué elementos historicos de la matematica se utilizan como |, Qué orientacion tiene el enunciado de los ejercicios y
auxiliares didacticos? problemas?

¢ Estos elementos histdricos son utilizados como recurso

didactico en forma oportuna y pertinente? Errores de concepcion:

;Se logra percibir errores en la presentacion de los contenidos?

La forma como esta disefiado el instrumento permite tener una vision integral de
los aspectos que interesa considerar para una evaluacion del tratamiento didactico de
los significados y conceptos del numero racional. Permite también, cruzar
informacidn entre cada uno de los aspectos. Asi, se puede interrelacionar el primero
con los demaés. El aspecto fenomenoldgico esta relacionado con los tipos de
ejercicios y problemas de la parte metodoldgica. Es también importante la relacién
que podemos establecer entre las representaciones y su tratamiento con la
metodologia. Por todo lo explicado, podemos aseverar que el instrumento goza de
una considerable rigurosidad y exhaustividad, para un primer estudio exploratorio

descriptivo de los libros del texto que se utilizan en la educacion secundaria.
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4.4 SIGNIFICADOS EN LA CONCEPTUALIZACION DEL
NUMERO RACIONAL EN LOS LIBROS DE TEXTO DE
MATEMATICA

La ensefianza y el aprendizaje de las fracciones tiene una orientacion
fundamentada en la utilizacion casi exclusiva de las representaciones simbolicas, con
un acentuado abuso de resolucion de ejercicios y un predominio del significado
parte-todo. A continuacién presentamos algunas formas tipicas de presentacion de

este topico en textos escolares peruanos que respaldan las primeras premisas.

En cuanto a los resultados de la valoracion cualitativa; la organizacion de la
informacion recogida en los libros de textos ha facilitado la evaluacion valorativa de
los significados del nimero racional en relacidn a los criterios seleccionados, éstos se

presentan a continuacion.
4.4.1 Exposicion de Resultados

La necesidad de rastrear la forma como se explica los significados del nimero

racional y presentar su concepto en los libros de texto obedece a:

- ldentificar en el tratamiento del concepto de nimero racional los significados
presentes en forma explicita en el discurso didactico de los libros de texto.

- Evidenciar que existe una brecha entre el saber matemético de los
académicos y el saber ha ser ensefiado.

- ldentificar elementos matematicos generados por el propio sistema didactico
para atender ciertas necesidades de instruccion. A veces el sistema didactico
produce nociones tergiversadas del saber matematico académico como
resultado de una especie de transposicion didactica interna del sistema
didactico, como por ejemplo, el significado parte-todo del nimero racional.

- Analizar los diferentes tipos de representaciones y sus procesos cognitivos de
formacion, tratamiento y conversion.

- Indagar en los libros de texto de educacién secundaria ¢por qué el significado

parte-todo prevalece sobre los otros significados del nimero racional?
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Por la forma como se aborda el concepto de fraccién y numero racional se
vislumbra hasta tres periodos un tanto amalgamados temporalmente. Primero, los
libros de texto de la década del 60; segundo, los libros de los afios 70, 80 y parte del
90; v, tercero, los que corresponden al periodo actual que tienen su comienzo en los
afios 95 hasta la actualidad. El primer grupo, se caracteriza por su abordaje casi
intuitivo del nimero racional. El segundo, por su marcada adopcién de la matematica
moderna que define el nimero racional como una clase de equivalencia. En el altimo
periodo, se encontrd que se afiade al nimero racional, como clase de equivalencia,

algunos rasgos del primer periodo.

Tabla 4.3
Clasificacion de la muestra en periodos de estudio
Periodo A Periodo B Periodo C

A0S Década del sesenta | Década del setenta hasta De la mitad el noventa hasta la
parte del noventa actualidad

Libros de Textos | L.T. 1963- A; L.T.1974; L.T.1975; | L.T.1997; L.T.2000-A;

Codificados* L.T.1963-B L.T.1976-A; L.T.1976-B;|L.T.2000-B; L.T.2003-A;
L.T.1982; L.T.2003-B; L.T.2003-C;
L.T.1990; L.T. 2003-D L.T.2005.
L.T. 1991 L.T.1992;
L.T.1993; L.T.1995.

Orientacién Tradicional Conductista Constructivista
“Matematica moderna”

* En la descripcion para referirnos a los libros de texto de educacion secundaria los llamaremos por su
codigo: (L.T. 19 ).
Elaboracién propia.

A continuacion se describe las caracteristicas de los tres periodos:
4.4.2 Los Significados en la Construccion del Concepto de Numero Racional
4.4.2.1 Periodo A: Matematica Tradicional

Los libros de texto L.T. 1963-A y L.T. 1963-B, del primer grado de educacién
secundaria, introducen la fraccién como resultado de la particion de una unidad en
partes iguales al que llaman “parte alicuota de la unidad” que revela el significado
parte-todo. La introduccion de la fraccion se sustenta en la imposibilidad de
representar el cociente de dos nimeros enteros primos entre si, sin embargo, no se
explicita el significado de cociente indicado, escondido tras esta forma de conceptuar

la fraccion y los nimeros racionales.
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La definicion de numero racional que se emplea es: ‘el conjunto de numeros
enteros y el conjunto de los numeros fraccionarios’, definicion que adolece de
imprecisiones, ya que no se explica que se entiende por nimero fraccionario, dejando

abierta la posibilidad de considerar, por ejemplo, /2 como un ndmero racional.

En consecuencia, el significado de namero racional utilizado para su definicion
es el de parte-todo, argumentando la necesidad de extender el conjunto de los
numeros enteros, sin llegar a concretar ni explicitar el significado de cociente

indicado.

En conclusion, la ruta de construccion del concepto de nimero racional que se

sigue en este periodo es el que se ajusta el siguiente diagrama:

Representacion

> pictérica
Concepto de NUmero Racional:
Partes alicuotas fraccion: Es un » Conjunto de
de la unidad: ndmero que Representacion nameros enteros y
Significado- expresa una o P en segmentos de > el conjunto de
i recta i
parte-todo varias partes nlimeros
alicuotas de la fraccionarios.
unidad
Representacion
> literal de la
fraccion: a/b

Figura 4.2 Ruta de construccién del concepto de nimero racional en el periodo A.

A continuacién se exhiben las tablas de recolecciéon de datos con la informacion

organizada, correspondientes al periodo A de estudio.
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Tabla 4.4
Valoracion Cualitativa del Significado

Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1963-A)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

Definiciones: “Parte alicuota de la unidad es cada
una de las que resulta al dividir la unidad en cierto
numero de partes iguales. "Pag. 187.

“Concepto de fraccion. Fraccion o quebrado es el

numero que expresa una o varias partes alicuota de

la unidad entera”. P4g.187. (Parte-todo)

En la pagina 203 se presenta el concepto de:
“Numero racional. El conjunto de los niimeros
enteros y el conjunto de los numeros fraccionarios
es el conjunto de los numeros racionales”.

229. Ni i El
el f de los
los nimeros racionales.

to de los enteros y
i ios ex el j de

Desde luego, un nimero entero se puede considerar como un
nimero fraccionario de denominador 1

Para rep los 5, P v negati-
vos, se¢ llevan sobre una recta, & partir de un punto origen O, seg-
mentos que representen dichos nimeros: sobre un rayo los que re-
presentan los positivos, v sobre ¢l rayo opuesto, los que representan
los negativos. Se tene asl:

Sl T 2R T PO O e

| I P 1 L 1
LS X ¥ NN N NSO IR

Kepresemtarion Grifica ée bes mimeeos raclonabes.

EL significado fraccion que maneja este autor es la
de parte-todo, que en estos afios se solia llamar
arte alicuota de la unidad .

FRACCIONES COMUNES

211. Partes alicuotas de la unidad. Si se quiere dividir una na-
ranja en partes iguales entre dos nifios, o bien un metro de
cinta entre dos nifias, jcudnto corresponde a cada uno?

Tendremos que dividir la naranja o el metro de cinta (que
representan la unidad) en dos partes iguales, cada una de las cua-
les representa una parfe alicuota de la unidad y se llama una

215. REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FRACOV 5T
Ejemplo 1. Representar graficaments 1o fraccio
Para esto se adopta un segmento cualquirra OA ¢ O unidad, ¥y luego

se divide este
tres partes igus
e bastn

gEmento en
Enton-
ar dos de es-
¢ resulla un

mitad, o OB que
F e coma la re
una mitad una unidad grifica de la
(una unidad) ( ) 1 e
o [ 1 E |
UN METRO DE CINTA i " :
Ejemplo 2. Representar graficamente lu fraceion
rl Bea OA el segmento unidad. Dividido el segmente OA en cuatro
purtes jguales basta tomar tres de estas partes ¥ results el nuevo segmen-

UNA MITAD

Fig. 78

UNA MITAD

una mita

Luego, diremos a eada nifio o nifia le corresponde una mitad
de la naranja o de la cinta. Esta cantidad se expresa por medio
del simbaolo:

1
— . que se lee: un medio.
2

to OC que representa la fraccién —.
4
1 2 3
5 A N
L
7 ~C B

Tipos:

- Simbélica numérica y verbal.

- Grafica pictéricay en la recta numérica.

- Existe una pequefia distincion entre la representacion
en la recta numérica (Pag. 203, que representa los
racionales positivos y negativos) y la representacion,
grafica de segmentos, como se muestra en la figura
adjunta.

- Representacion “literal”: Término que utiliza el autor
para representar una fraccion de forma general a/b,

Transformaciones:

Transformacion de fracciones impropias en nimeros
mixtos.

Transformacion de un entero en fraccion impropia.
Simplificacion.

Reduccién de fracciones a minimo comin denominador.
En lo que el autor llama “Variacién del valor de una
fraccion”, se discute las variaciones que ocurren cuando
se multiplica el numerador o el denominador por un
nimero natural y el caso de multiplicacién de ambos
términos de la fraccién por un numero.

Conversiones:

En la definicion de Q:

De la recta numérica — simbolica numérica.

De numérica — verbal y viceversa

De pictérica — simbdlica y viceversa. En especial
cuando se discute las variaciones del valor de la
fraccion.

Analisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

En términos generales la introduccién del concepto de nimero racional
se trabajo de forma descontextualizada. La exposicion de las nociones
matematicas es de forma fria sin relacion con situaciones de la vida
cotidiana u otros significados que ostentan los racionales en su

representacion fraccional.

Si bien la figura representativa se refiere una naranja y sus medios, mas
alla de estos no se pudo encontrar otros rasgos de modelizacion a la

realidad a través de las fracciones.

Objetivos e intenciones:

A diferencia de otros autores se parte de la definicion de fraccion para llegara definir el nimero racional. (P4g. 203)

Orientaciones metodoldgicas:

Se reclama estar de acuerdo con “las nuevas orientaciones de la Matematica Moderna” (Prélogo).

Problemas y ejercicios representativos:

Un tipo de ejercicios que propone son los “Ejercicios orales” de preguntas abiertas como, ¢Qué es una fraccién?, Si una manzana se divide en 9 partes, ;Cual es
la unidad fraccionaria?, Lectura de fracciones, cinco ejemplos de fracciones ordinarias, decimales, propias e impropias, etc.

Dentro de los ejercicios escritos se pide por ejemplo ordenar cinco fracciones, ;Son equivalentes las fracciones ....... ? ¢Por qué?, ejercicios de variacion.
Reducir a nimero entero o mixto: (10 fracciones impropias)
Casi todos los ejercicios tiene el objetivo de reforzar ya sea de forma oral o escrita los aprendizajes transmitidos en el texto. Asi la interrogante ¢Qué es la
fraccion? tiene la finalidad que el estudiante recuerde el concepto 212 de la pagina 187.

Elementos histéricos:
No presenta este elemento.

Errores de concepcion:

esta fraccion 7 pertenezca al conjunto de
2

los nimeros racionales.

El concepto de nimero racional, segln el autor, es la unién del conjunto de niimeros enteros y nimeros fraccionarios. Esta definicién deja la posibilidad que
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Tabla 4.5

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdtica 1° Grado,

(Cédigo: L.T.1963-B)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

El primer gréfico exhibe el significado de parte-
todo de las fracciones. Llama fraccion a la parte
alicuota de la unidad, por ejemplo, a cada mitad
de naranja.

En este texto se presenta una definicion
explicita de la fraccion : “Se llama fraccion
comiin o quebrado al niimero que representa a
una o a varias partes alicuotas de la unidad”
Pag. 144. Més adelante se insinda la
conceptualizacion del nimero racional, a través
de la necesidad de ampliar o extender el
conjunto de los nimeros enteros.

La imposibilidad de...” representar el cociente
de dos numeros, en el cual el dividendo no fuese
multiplo del divisor,...”.

“Para suplir esta deficiencia se crearon los
numeros fraccionarios, ampliando de este modo
el campo de los niimeros enteros” Pég. 145.

En resumen, los significados que se encuentra
en este texto son los de parte-todo y de
cociente.

En toda la unidad no se ha encontrado una
definicion de nimero racional.

NUMEROS RACIONALES
FRACCIONES COMUNES
PARTE ALICUOTA DE LA UNIDAD.
Al tratar sobre los conceptos de unidad v de pluralidad, en la

Iniciacién de este curso, ya habiamos dicho que un sélo ob nos
dhhldeadeunidnd.yqueemumdaduerepmntapore]n ro 1.

UMA Lt O

‘# &:- - -
& | PR L S,
w @uﬁ A ISy

L Una naranjs o un segmento de recta AB representan a la
unidad; si la naranja y el segmento AB se dividen en dos partes igua-
ue se nzmaenta por el nimero Ijy—

les, cada una de esas partes

es una mitad y se llama parte alicuota

nilimero i se lee: ‘un medio”.

Ia unidad.

IL  Sila naranja o el segmento AB los dividimos ahora en tres

WA UNIDAD

unk MARAN A

partes iguales, cada una de esas partes —que se representa por el
parte mpo

nimere 1/3 -—es una tercera pnrt.u ¥ se lama
unidad.

@ El nimero 1/3 se lee: “un tercio”,

@ LOS NUMEROS RACIONALES POSITIVOS Y NEGATIVOS.

Para mayor facilidad t i i la
parte positiva de la recta numérica y dl\-1d.|remos cada uno de sus
intervalos en mitades, tercios, cuartos, ete, en la forma siguiente:

Tipos:

Dentro de las visuales estan las pictdricas, de|
segmentos y la recta numérica. En el segundo
gréfico se observa la ubicacién de ciertas|

o *! % = i S fracciones en una recta numérica, tanto ndmeros

racionales positivos como negativos.

g L e e I?entro de Igs representacmges S|mb0I|cas” se
tiene el rgglstro yerbal /s'exta aparte” 'y

G IR AR SR R representacion fraccional numérica.

3 S N 23 3 I T A - N (I

- s -
L 132 45818300 2nLBHE Transformaciones:
L L &L & & & & & & & & & & & oL oo

=) Podemos continuar asi i cada in-
tervalo en cada vez mis pequefias, y obtendremos cada vez
miis puntos en la recta numérica, puntos que representan a los ni-
meros racionales positivos.

' Otro tanto se puede hacer en la
mérica, obteniéndose de esa manera e
onales, como se puede ver a continuaci

negativa de la recta nu-
junlo de los nimeros ra-

El capitulo XV se titula Transformaciones de
[fracciones, en ella se desarrollan:

Reduccién de quebrados impropios a enteros o
mixtos y viceversa.

Reduccién de entero a quebrado.

Reduccién de una fraccién a su mas simple
expresion.

Reduccidn de fracciones a denominador coman.
Fraccionamiento de la unidad.

o - 0 -1 2 ke,
R T e e 1 #2 +3 44 #5 o6 +7 +8
23334343 P13 24 249

Resumiendo:
f Positivos (naturales)

- Nimeros enteros

Nuameros Negativos.
racionales

T 3 Positivos
Nimeros fraccionarios
Negativos.

Conversiones:

Verbal — Simbélico numérico
Simbdlico numérico — Verbal
Pictérico —numérico

Recta numérica — Simboélico numérico

Analisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

En el capitulo XIV de los nimeros racionales,
ademas de las referencias a la mitad, tercia,
cuarta y sexta parte de una naranja, se ha
descuidado situaciones problematicas

Objetivos e intenciones: No se enuncia.

Orientaciones metodoldgicas:

En ninguna parte del texto se puede leer las intenciones ni objetivos de aprendizaje, pero si se puede deducir que la intencién del desarrollo del capitulo es introducir al

estudiante en el estudio de los nimeros racionales.

contextualizadas de la vida cotidiana.

Problemas y ejercicios representativos:

Un rasgo caracteristico del texto es proponer una bateria de interrogantes como “Comprobacion del aprendizaje” y una serie de ejercicios, estos Gltimos estan en un

cuaderno de trabajo.

La bateria de interrogantes tiene 15 cuestiones abiertas como por ejemplo:

“3. ;Qué indica el denominador de una fraccion? Ejemplo.
4. ;Qué indica el numerador de una fraccion? Ejemplo.

6. ;Qué son los numeros racionales?”.

Elementos historicos: No registra referencias
histéricas.

Errores de concepcion:

Consideramos que algunas interrogante como la sexta ;Qué son los niimeros racionales?, es una cuestion que los estudiantes tendran mucha dificultad para responder. Por
cuanto, en el texto, no se ha desarrollado los elementos conceptuales y significados del nimero racional de forma integral para que en base a ella se construya la

conceptualizacién que se pide.

151



4.4.2.2 Periodo B : Orientacion conductista en la Matematica Moderna

Los libros de texto editados entre los afios 1974-1995 presentan el concepto de
numero racional de manera muy similar; todos se sustentan en la clase de
equivalencia y, consecuentemente, los significados usados para introducir el

concepto de nimero racional son esencialmente los de cociente y parte-todo.

En este segundo periodo, la ensefianza de los nimeros racionales se aborda desde
la necesidad de ampliar el conjunto de nimeros enteros a partir de ejemplos, donde
se muestra la imposibilidad de realizar divisiones, como se exhibe en el L.T. 1990.
Esta tendencia es general en este periodo. De la limitante de Z y caracteristica de
numero racional se desprende el significado de cociente indicado y se concluye
definiendo la fraccion como “un par ordenado (a, b) de nimeros enteros en la forma

a” con la restriccion de que b=0, en tanto, a diferencia del periodo anterior, en este
b

periodo se concreta la definicion de nimero racional como “el conjunto de todas las
fracciones equivalentes entre si y puede estar representado por cualquiera de sus
elementos, generalmente el mas simple” L.T. 1995, la construccién del conjunto de
los nimeros racionales se inicia con la definicion de una relacion de equivalencia R
en ZxZ", una clase de equivalencia de la relacion. Finalmente, conceptiia Q como
“El conjunto de todas las clases de equivalencia segin R se llama conjunto de los
nameros racionales, al que se representa por Q, y cada clase de equivalencia es un
namero racional”. (p. 117).L.T. 1976-A.

En este periodo, el significado del cociente indicado es el nucleo de la
conceptualizacion del namero racional, sin embargo, se encontrd que el significado
parte-todo es una constante para introducir la nocién de fraccion, como queda
evidenciado en las tablas adjuntas. Asimismo, se encontr6 como elementos
complementarios otros significados, como operador y medida que son referidos de
forma muy répida, sin mayores usos, COMO recurso, para promover comprension
como queda evidenciado en los L.T. 1976-By L.T. 1976-A.
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Se encontrd que en este periodo, los programas curriculares establecen el estudio
del objeto matematico “Razones y proporciones”, tratamiento que se da muy
posteriormente al estudio de los numeros racionales, tal es el caso de los L.T. 1975,
L.T. 1976-B, L.T. 1976-A, L.T. 1982 y L.T. 1990 que luego de estudiar polinomios y
ecuaciones, desarrollan el tema razones proporciones y proporcionalidad. En estos
textos se define la razon como: “Razdn geométrica es la comparacion de dos

numerosa” L.T. 1975 “la razén de un nimero a a un ndmero b, (donde b = 0) es el

namero racional (%), definido por la fraccion %" L.T. 1976-B y en forma

similarmente el L.T. 1976-A. El libro de texto L.T. 1982 define: la “Razdn de dos
nameros es el cociente de dichos numeros” y el L.T. 1990 conceptua la razon como
la relacion entre el “antecedente” y el “consecuente”. De las observaciones anteriores
se desprende que el estudio del significado de razon se fundamenta en la definicién
de fraccion simplemente, mas no se ajusta al significado de comparacion de
cantidades de la misma o diferente magnitud, o como indice comparativo entre dos

cantidades de magnitudes.

La fraccion
como

i parte-todo -
Necesidad de Significado de Numero Racional
li I a| Cociente de dos | | Relacién de Como C_Iase de
am[_) lar e | nGmeros enteros > : : equivalencia de pares
Conjunto Q alb;  b=0. : equivalencia ordenados definida por
i concepto de Clase de (@, HIR(e, d) = a.d=b.c
como par equivalencia en ZxZ
Resolucion de Lpy| ordenado de ||
ecuaciones del tipo: Iz a/bl aeZ
bx=a; b#0) yb eZ"
(a'y b primos entre sf)

Figura 4.3 Ruta de construccion del concepto de ndmero racional en el periodo B.

En los siguientes folios se presenta las observaciones organizadas de los
contenidos y significados desarrollados en los libros de texto para la construccion del

concepto de numero racional correspondientes al periodo B.
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Tabla 4.6
Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1974)

Significados y conceptos llustraciones representativas Andlisis representacional
Tipos:

El autor aclara que en este grado se desarrolla solo el 106. FRACCION.— En las figuras 153, 154 y 155, si asocia- CONIJUNTO DE EJERCICIOS 56 - Simbdlicas: numérica, algebraica y verbal.
concepto de fraccion; el de nimero racional, serd el R En w establo hay 6 vacas y 3 toron, Escriba en forma do par orderado - Gréficas: Pictorica y en la recta numérica.
deSarrO"adO en el Segundo gradO » en forma de par ordenado: (1, 2), (2, 8) v (8, 5); a) El nbmero de vacas y el nimero total de animales. Transformaciones:
En un primer momento se discute la nocion de i 3 R B b) El nimero de toros y el nimero total de animales.

. . en forma fraccionaria: —, — ¥y —. " e De (1 2) N 1
regiones congruentes para abordar las fracciones en su 2 8 3 .. Toscrile s tormk fikcclonaria: ' -

significado parte-todo, como se muestra en la figura = e 3 ) 2
adjunta. | i ! ! ! & ;Que‘:n;_clan e m_-t:: asociar & la parte sombreada en cada una de las si- De £ > 2 46 8
- - - - Fulentes {IgUras unitarias: N P R N TR R
Se introduce la idea de fracciones equivalentes, y se Fig. 1 Fig. 154 Fig. 155 ) ——— o 3 360912
PP : ; Cada una de estas formas de asociar dos ni t ! b N
insinda la clase de equivalencia cuando se Presenta | ;. ciin donde 1. 2 v 3 indican el mimero de regiones sombreadas I \3 > De ampliacion: 2x2 _ 2x3
reiteradamente los conjuntos del tipo: Y3854 ol ntuiery Yoty de regiones, 1 3x2 3x3 "
1 ] L £ ]

246 8 Y Y S| _

et R D EEPPPR ’ 112. REPRESENTACION DE FRACCIONES EN LA RECTA c) T T T —de simplificacion: £*~9 =— (M.C.D. (24, 30) =6).

3 6 g 12 '\-['.I'“ A.— 8i en la recta numérica para los nimeros naturales ' :l | 30+6 3
Como se muestra en la figura la fraccion se define et L ' B . Conversion de fracciones impropias en nGimeros mixtos, medio
considerando el con_texto de parto-todo, asi lo revela e : = S een : — de la divisién de enteros: 13 _ 3} )
los ejemplos de la figura. Fig. 16, 4 4 -l
En la ultima parte del numeral 106 pag. 137, se ) S LpE o : Dentro de las pictdricas: :

. . sz cada intervalo unitario se divide en 2, 3, 4, etc,, partes iguales, ob- .

concluye generalizando la notacion de fraccion: 1 puntos que corresponden a algunas fracciones, tal como Conversiones:
“ - . nos flustra la figura 162, Esta asociacién de fracciones a puntos de - s s .

En general, si ay b son dos nimeros y b0, una una recta para los nf naturales, constituye una rep i Numérica — pictdrica y viceversa.

de fracciones en la recta nomérica.

a NUméri 1 « -
.. » 3 umérica — verbal. (=, se lee “un medio
fraccion se denota por —. 2 ] ‘ T ‘].’ ( )
T T ] - ! i
3 4 5 L} . -z
% ;— = 7 z E 3 2 En la lectura de fracciones grandes se usa la expresion avos
2 3 4 5 [ b i 8 8 i H . ”
4L L 2 3 4+ F 45 5 1+ 3 siete cmcgepta y cinco avos”™.
o 1 2 34 5 6 7T B 8 W 4 12 Recta numérica — numérica y viceversa.
4 4 4 a 4 4 4 4 4 4 4 [] 4
Anadlisis fenomenologico Aspectos metodolégicos
Aplicaciones a la vida cotidiana: Objetivos e intenciones:
En la presentacion del conceptos de fraccion no se hace referencia a situaciones de la En la introduccidn al capitulo se aclara que la intencion del texto es simplemente del “Calculo operativo con fracciones y decimales” y se posterga para
vida cotidiana o situaciones problematicas que reflejen los significados del nimero el proximo grado el estudio de los nimeros racionales.

racional.
Sin embargo en la primera pagina se encontrd el tnico ejemplo fenomenolégico: “Un Orientaciones metodoldgicas:

padre al morir dejé 17 caballos para que se repartan entre sus tres hijos: el mayor debe  |Orientaciones explicitas no presenta.
recibir la mitad, el segundo 1/3 y el menor 1/9. Como no pudieron repartirse, recurrieron
a un anciano amigo, quien prometi6 ayudarlos. Este habil hombre, se present6 con un Problemas y ejercicios representativos:

caballo de su propiedad, lo reuni6 con los 17 y procedi6 a la reparticion: el mayor se En la proposicion de ejercicios se encontré que los dos primeros problemas hacen referencias a situaciones de la vida real, veamoslo: “En un establo
llevo 9 caballos (1/2), el segundo 6 caballos (1/3) y el tercero 2 caballos (1/9). El anciano |hay 5 vacas y tres toros. Escriba en forma de par ordenado y fraccionaria: a)El nmero de vacas y el nimero total de animales; b) EI nimero de toros y
tomd el suyo y se marcho el nimero total de animales.” Este ejercicio transmite el significado parte-todo. El segundo pide escribir en forma fraccionaria: 5, 10, 25 y 50 centavos.
Elementos historicos: Errores de concepcion:

Como presentacion al Capitulo V de Fracciones y Decimales, se presenta una resefia Los demas ejercicios tiene el objetivo de reforzar, por repeticién conceptos como: parte-todo, convertir fracciones impropias en nimeros mixtos,
histérica de Diofanto; el epitafio en su tumba, que propone una ecuacién de primer grado |simplificar fracciones. No se proponen situaciones problematicas nuevas que activen proceso de razonamiento, y superen la esfera de los ejercicios de
con coeficientes racionales. repeticion que refuerzan procesos miméticos.

Mas alla de la situacion anecdética, los elementos histéricos no se utilizan en el En la generalizacion de la fraccion a/b se olvida aclarar que a y b son dos nimeros enteros. (Pag. 137)

desarrollo de conceptos.
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Tabla 4.7

Referencias Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdtica 2° Grado, (Codigo: L.T.1975)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Analisis representacional

EL significado de cociente indicado:

La necesidad de extender el conjunto de los ndmeros
enteros, se argumenta con ejemplos como “Asi, son
muchos los problemas cotidianos tales como: dividir 3
metros de tela en 5 partes iguales, repartir 5
kilogramos de azucar entre 2 personas, etc. Que no
tienen solucion en el conjunto de Z; de alli, la
necesidad de ampliar el conjunto e los numeros
enteros con la introduccion de un conjunto de
numeros denominados conjunto de los nimeros
racionales”. P&g. 61.

Se observa que entre el 0 y 1 no existe un nimero en
los enteros que se asocie a los puntos que existen alli,
esto conduce a la postulacion de las fracciones. VVéase
la figura 18. P4g. 60. (division del segmento)

En la primera figura se observa la definicion de
“Numero racional es una clase de equivalencia de
ipares ordenados definida por (a, b) # (c, d) < a.d =
b.cenZxZ".”

Pég. 62. Es decir, “El conjunto formado por todas las
clases de equivalencia de ZxZ" se llama conjunto de
los nuimeros racionales o conjunto Q.

La razon geomeétrica se ha definido como “...1a
comparacién de dos nimeros” (Pag. 165).

37. EL CONJUNTO G DE LOS NUMEROS RACIONALES:
CONCEPTO DE NUMERO RACIONAL.— Sea
Eow (o =8 "5 -L0 L 88 ) ¥
L% 2% = (., (1,2, (59, (L9, 65, (24, (28
(-4, 8), (-3,8), ...) .

En el conjunte de pares ordenados de Z = Z* podemos esta-
blecer una relacidn R, de modo que:

(&b R (6 d e an.d=b.c
Asf, por ¢jemplo:
(1,2) B (2,4) porque 1 X 4= 2 X 2,
(*2,3) R ("4, 8) porque "2 X 6=28%x 4 y
(3 °5) R (°8,3) porque 3 X 5 = =5 % -8,

Esta relacion R definida en 2 > Z* es de equivalencia porque

it a) Reflexiva: (a, b) R (a b).
b)  Simétriea: Si (a, b) B (e, d) —= (e, d) R (a b).
¢) Transitiva: 81 (a, b) R (¢, d) ¥ (¢, d) R (m, n) =—>
{a, b) R (m, n).
Puesto que R es una relacién de equivalencia, podemos estable-

cer una particién de 2 % Z* en clases de equivalencia, tal como nos
Io ilustra la figura 19,

1. RECTA NUMERICA PARA LOS NUMEROS RACIONA-
LES.— Dado

o~ for (-6 @) GH ()

(1), ...) ¥ una reeta'T, se puede establecer una funeién f : Q —=*T,
donde a cada nimero racional le corresponde un punto y &dlo uno en
la recta (Fig. 21). Asi, se obtiene la recta numérica para los nime-
ros racionales.

OBHHOHHEH O

Fig. 21

2 + b = n, de donde: 2 =5 X n, lo cual es imposible, por.
que no exlste un nimero entero n que mult)pluudu por 5d6 2

Anilogamente, si AB = 1 y M es punto medio de AB (Fig
18)_en el conjunto Z no existe un nimero que exprese la medida

Tipos:

En este texto se ha evitado el uso de las
representaciones pictoricas, se ha enfatizado el uso de
representaciones simbélicas numéricas y alfabéticas,
por ejemplo, para enunciar las propiedades reflexiva,
simétrica y transitiva de la clase de equivalencia.
Otras representaciones:

- Conjuntista en forma extensiva.

- Representaciones grafica: la recta numérica, division
de un segmento, ademas el diagrama de Venn que
ilustra la de clase de equivalencia.

- Lo que el autor llama representacion literal de la fraccion
(a/b).

Transformaciones:

De par ordenado a notacién fraccional.

De representante canonico a clase de equivalencia.
Manipulacién de signos (+y -) en el numerador y
denominador.

Simplificacién y ampliacién de fracciones.

de AM.
1
A M B
Por consiguiente, admitimos que

Z C Q;ycomoN C Z se tiene:
NcZcg@
I

Esta inclusién neos la ilustra la
figura

Conversiones:

Simbolica numérica — diagramas de Veen.
Simbdlica numérica — grafica en la recta numérica.
(viceversa)

Fig. 20

Anadlisis fenomenologico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

kilogramos de azucar entre 2 personas, eftc.

cotidiana. Mas aun, el autor, se esfuerza por evitarlos.

En todo el capitulo I de los nimeros racionales, la Gnica ocasion que se refiere
a hechos de la vida cotidiana en cuando ejemplifican la imposibilidad de hacer
ciertas reparticiones: “dividir 3 metros de tela en 5 partes iguales, repartir 5
”. En todo la exposicion del
contenido no se ha podido encontrar otras referencias a situaciones de la vida|

Objetivos e intenciones:

alcanzar el aprendizaje.

Enfatizar en los conceptos basicos y fundamentales.
Unificacion de los conceptos en los distintos conjuntos de niimeros, recurriendo a ejemplos y a razonamientos l6gicos como Unico camino para

Preparar al estudiante para afrontar los problemas cotidianos y comprender mejor los avances cientificos.

Orientaciones metodologicas:
En términos del autor es necesarios desterrar mecanismos e imposicion verbalista, introducir ejercicios graduados con instrucciones concisas para
lograr soluciones ordenadas. Ademas apela a la exposicidn sencilla en el uso adecuado del lenguaje y simbolismo matematico. Considera que los
ejercicios, resefias historicas, paradojas y pensamientos celebres son complementos de cultura matematica.

En recomendaciones a los estudiantes, el autor, enfatiza la necesidad de “practicar” con lapiz y papel muchos problemas lo que llama “Aprender
haciendo” y superar la simple lectura del texto como si se tratara de una novela.

Elementos historicos:

Al inicio del capitulo presenta una resefia biografica de Leonar Euler, sin ninguna
relacion con el tema de estudio, es decir los nimeros racionales.

Problemas y ejercicios representativos:

- Ejercicios de escritura de fracciones equivalentes.
- Ejercicios que refuerzan la nocién de pertenencia de una fraccion a una clase de equivalencia.

- Ejercicios de conversion de representacion gréfica en la recta numérica a simbdlica numérica y viceversa.
- Ejercicios de simplificacion de fracciones.

Errores de concepcion:
No se observo.

155



Tabla 4.8

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1976-A)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

Sustentada la necesidad de extender el conjunto de los nimeros
enteros (ax=b, y a=0), se define la nocion de fraccién como::

“... cualquier par ordenado (a, b) de niimeros enteros cuya segunda
componente no es cero”.

El proceso de construccion del conjunto de los nimeros racionales
se inicia con la definicién de una relacién de equivalencia R en
ZxZ", clase de equivalencia de la relacion y se conceptia Q en estos
términos:

“El conjunto de todas las clases de equivalencia segun 9 se llama
conjunto de los nimeros racionales, al que se representa por Q, y
cada clase de equivalencia es un niimero racional”. Pag. 117.

En el texto, cuando se tiene que introducir el significado (los
significados) del nimero racional se recurre a la fraccion como
cociente, los demés significados estan ausentes, pero mas adelante
en la Pag. 165 al estudiarse la multiplicacién de fracciones, dentro
de los ejercicios propuestos (15) se encontrd un ejercicio que para su
solucion es necesario el significado de operador, vedmoslo:

15. Un automovil sale de Lima a las 8 de la mafiana con direccion de
Guacho. Si la distancia entre las dos ciudades es de 130 Km vy el
automavil es una primera etapa, ha recorrido los 4/5 de la distancia
total, ;qué distancia le queda por recorrer?.

En el texto, luego de seis capitulos mas adelante, se desarrolla la
nocioén de proporcionalidad en Q, y para ello, previamente se revisa
el significado de razon:

“La razén de un nimero a, a un numero b diferente de cero , es el

2

niimero racional (aJdeﬁnidopor la fraccién —

b b

La siguiente llustracion nos muestra como se adquiere el
concepto de numero racional
£ el - (o)
{ UNa CLASE
{E DE o &
QUIVALENCI
.~ 5
Ve Y
NUMERO -
PRacioN ALY £
WDOS TERCIOSY/
i M\-’_’,\

170, Razones

Fjemplo 1, Supongarmos que en wna chise de Matematica
hay 12 nifios ¥ § nifias.

©

Un modo de comparar ¢l namero de nifios con el namero de
nifing de esta close es como sigue

Cuando asociamos con cada parte de un conjunto o de una
regién, un conjunto de {racciones equivalentes, estamos pensan-
do en una clase de equivalencin, esto es, ¢n un REmMero racional,
al cual corresponde, exactamente, un punto sobre la recta nume-
rica. En el 5 de la figura 30, la nifia estd pensando en el nu-
mero racko Hamado dos tercios, que luego lo representa por el

simbolo (: ]

i itn de los nimeros raclonales
En ¢l capl I vimos como podiamos representar los nimeros en-
teros como puntos en una recta. Ahora veremos como se pueden
asignar nimeros a muchos de los puntos que estan entre ague-

llos que representan a los nimeros enleros

en ln recta numéries

En el Primer Curso dejamos establecido que, en la recta nu-
mérica existe un punto que divide el segmento comprendido entre
0 y 1 en dos segmentos congruentes. A este punto le corresponde

—. Asimismo existen dos puntos que dividen el segmento entre

0y I en tres segmentos congruentes, A estos puntos corresponden

I 2

— ¥ =, respectivamente. _gﬂr_ ,g g .%
3 3 albal s

- i

Tipos:
A través de la ilustracion, el autor muestra como se
concibe la formacion del concepto de nimero
racional.

La recta numérica transmite la idea de: una clase de
equivalencia representa un punto en la rectay a su
\vez un numero racional.

Usa la representacion verbal ‘dos tercios’,
simbélica, grafica pictérica y la recta numérica.
También utiliza la representacion simbélica
algebraica.

{Transformaciones:

De pictoérica a pictérica (figura de 3/2 a 4/6)
De simbdlica a simbdlica.

Conversiones:

Las conversiones detectadas son:

Pictérica — Simbélica numérica.

Verbal — Simbolica numérica.

\Verbal — Simbdlica numérica, pictdrica, recta.
Recta numérica— Simbdlica numérica. Viceversa.
Simbélica algebraica — simbélica numérica.

Anadlisis fenomenologico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Si bien, el autor explica en el prélogo que en base a ejemplos
extraidos del mundo habitual se construye el conjunto de los
nUmeros racionales, esta intencién no se concretiza en el texto. Los
ejemplos y ejercicios son decididamente descontextualizados,
donde prima los enunciados verbales y las representaciones
simbolicas numérica y algebraica.

Objetivos e intenciones: No se enuncia.

Orientaciones metodoldgicas:

Segun el autor, se debe partir de ejemplos extraidos del mundo habitual de los alumnos, introducir los conceptos de forma directa y sencilla y para incentivar
el esfuerzo del estudiante, proponer abundante material de trabajo, ademas para que el estudiante pueda entender la matemética moderna debe usarse un

lenguaje més apropiado para el nivel del alumno. (Prélogo)

Elementos histéricos: No registra referencias historicas.

Problemas y ejercicios representativos:

Segun el autor, en el prélogo se menciona que, los ejercicios parten, en lo posible, de situaciones concretas vinculadas con los intereses de los alumnos. Pag.
6, sin embargo, los ejercicios propuestos son simplemente de repaso de los temas ya desarrollados en la unidad correspondiente.

Dentro de los ejercicios del Grupo 26 se proponen cuestiones abiertas, como por ejemplo, ¢Cudndo se dice que una relacion definida en un conjunto es de
equivalencia? Estas interrogantes tienen el proposito de consolidar el aprendizaje de las definiciones y propiedades que sirvieron para definir el conjunto de
los nimeros racionales. También se formula proposiciones que deben determinarse su validez (VV o F) , por ejemplo,

- “Toda fraccion es un numero racional.
- Dos fracciones iguales son equivalentes.”

El ejercicio 9 y 10 propone realizar conversiones de la representacion grafica en la recta numérica a su representacion fraccional y viceversa.

Errores de concepcidn: Existe una incongruencia entre las intenciones metodoldgicas expresadas en el prélogo con el desarrollo mismo de los contenidos,

que no se vinculan con experiencias concretas e intereses de los estudiantes.
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Tabla 4.9

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdatica 1° Grado, (Codigo: L.T.1976-B)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

En la exposicion de las limitaciones del conjunto Z se percibe que el autor

considera tres significados: EI nimero racional como cociente, como medida y

como parte-todo. (ver figura adjunta)

“EN RESUMEN; El conjunto de los numeros racionales es una extension

necesaria del conjunto de los niimeros enteros, porque:

- permite obtener la clausura en la division de dos enteros a, b, con la
unica restriccion de que b sea diferente de cero.

- Por consiguiente, hace posible hallar el conjunto solucion de ecuaciones
de la forma ax=b, con a=0.

- Facilita la expresion de mediciones”.Pag. 69

La ilustracion de abajo muestra el uso de la clase de equivalencia para

desarrollar el concepto del nimero racional construido sobre el significado de

cociente.

r'.ON(ZFF‘I'.J DE MU Todar las frecciomes [’
que perienccen @ ls oriima
MERO RACIONAL.  fowilis o clate de equivelemcis expresam o mis
ma idea; cada r.mn. de_ fracciones o clase de equivalencia define wn
nimers raci
L] L)
Aai ln familis 0 clobe { — . e,
4 L}

} define wn nimero racions]
12

} define ofro ndmaero racions!.

2
Llllm!lllodm{_.- A

En gemeral, 5i a'b e5 uma M(ﬂﬁu la familia o case de frac-
ciones_a/b define wn mimero. rac

La definicion de fraccion que propone es:

“Se llama fraccién a todo par ordenado (a, b) ezxz’,
numerador y b se llama denominador”. Pag. 70

Luego de cuatro capitulos se estudia la Proporcion dentro de cuyos contenidos
se desarrolla el significado de “La razén como niimero racional” desarrollado
a través del ejemplo:

“...a determinado subgrupo de nifios le corresponde un determinado subgrupo
de revistas: A cada 12 nifios le corresponde 36 revistas. 4 cada 6 nifios le
corresponde 24 revistas.... A cada I nifio le corresponde 3 revistas "Pag. 165.
A esta comparacion de dos nimeros por medio de la division, expresada como
fraccion, el autor lo denomina razén geométrica.

“La razon de un niimero a a un numero b (donde b=0) es el nimero racionall

(a/b), definido por la fraccion ¢ .
b

donde a se llama

OTAAS LIMITACIONES EI propésite de lograr que Ia division pueds reslizarse
DEL CONUNTO 2 restriceiones (excepto Ila divisién por cero) fue I
motivacién matemitica quumn tal que levd a I formacion del conjumio O, o
de los nimeros racionales. I‘w wxigten también motivaciones de no menor im-
portancia tedrica y prkctica:

e 0 1 2 i

Hay. por ejemplo. situsdos entre dos puntos de s rects mumérica, corres.
pondientes & Ial mimerce enteros. otros puntos a los que hay gue darles nombre
¥ significado: puesto que estos puntos no represenisn & rdmMEros enteros, tienen
que representar @ otrs clase de numerol

entre ellos & loa nomercs rackonales.

Por ofro lado, cusndo se elec
tan mediciones. existe |8 nece.
sidad permanente de lograr mayor
precisién en esss

NS

w
La Fig. 5 estd dividids an 8 reglones congruentes, de lns cuales 3 cmn sombreadas
La Fig. & estd devidida en 12 regiones congruentes, de las cuales 5 eatin sombresdas
La Fig. 7 ;:.un conjunto de B regiones congruentes. de las cuales 5 estin som.

. pa
 lo cusl los numeros enteros
son insuficientes

A-I nnt lilmw‘o L ilulIrInIM adjunta representa la medicidon de un
muro . podemos afirmar que ase muro mide 4 metros y 4 decimetros:
hemos mdh:-de |I medids por medio de dos ndmeros. Pero dentro de s Mate.
mitica os de mucha ullllm préctica dar esta clase de medidas por medio de
un solo m‘n-mm; en el ejomplc que nos ocupa. la longitud del muro se puede
represontar Msi: 4 4710 m. o tambidn, 4.4 m: estos son  nuemerales gee

& un namero raclonal, cuyo a eatudiae L)

LAS REGIONES CONGRUENTES ¥ Para dar nuestros primeros pasos
LOS NUMEROS RACIONALES en el concepto de nimero racio-
nal nos vamos & valer de las regiomer comgruentes, es decir, de agué-
llas reglones del plano que tienen la misma forma y el mismo tamafio

La Fig. 1 estd dividida en 3 reglones congruentes, de las cuales 2 estan sombrendas

0 3
1 2E

La Fig 2 esté dividida en 4 regiones congruentes. de las cuales 3 estin sombeeadas.
La Fig. 3 estd dividids en 5 regiones congrusntes, de las cusles 2 estin sombreadas
La Fig. 4 esta dividida en & regiones congruentes. de las cusies 1 estd sombresds

iy o v . e

La Fig. 8 es un conjunto de 10 regicnes congruentes, de las cusles 7 estén som
breadas.

La Fig. 9 s e un conpnta de 9 regiones congruentes, de las cuales ninguna aparece

La Fig 10 eaté formada por dos figuras unitarins congruentes, dividide cada una en
v

#s_regiones congruentes, y de cuyo total agarecen S regiones som
beoadss s -

S| formamos un cuadro resumiendo todo lo relativa a las figuras amteriores

n m’:‘“"" ! z| 3'[_]i|—_1_5 5 | ?_]_ o[ s

[ ongREgion :.'5| 8[12] a| o] s3]

AR ool 23) (3.4 (251 |ls: ol 6.af e 0.0f 9] 5.3

ORDENADO

[ rraccon [ ] % s Yo %0l 32 %0 0 %l %)

Tipos:

En esta edicion se encontraron las
representaciones: simboélica (numérica y
alfabética) pictdrica, tabulares, grafica en la
recta numérica y el diagrama de Venn.

Se ha evitado en todo momento el uso de
representacion verbal de una fraccion.

Transformaciones:

De par ordenado a fraccional y viceversa.
De resolucion de ecuaciones del tipo: 4x=3
De particién de poligonos en partes
congruentes.

De segmentacion de la recta numérica.
De fracciones equivalentes a producto
cruzado.

En base a la fraccion representante o
canénica a la clase de equivalencia..
Reduccidn de fracciones.

De nimero entero a fraccion.

Segun este cusdro, cada una de las /!
cada figura con respecto al nimero de regiones sembreadas y al
total de ellas se puede registrar, respectivamente, de dos maneras:

r

Conversiones:
Gréfico pictérico. — Simbélico numérico
Gréfico pictérico. — Tabular

2 H Recta numérica — Simbdlica numérica
53 %3 Pictérico (continuas y discretas) —
Simboélico numérico
Algebraica — Simbolico numérico.
- 3 . 2 2
e @ 0 O :n_ma'r .4) ! (2:3) { (1.3)
e ® 00 2.8 ®.8) { s ,f'ltz.s;
o o o0 o v s oen e
@28/ (6:8) | .6 26

Foil
i ]
Il

Clase 1

_j12-1-2
4 174'8'-4'-8"

Anadlisis fenomenologico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Objetivos e intenciones: No se enuncia.

En la exposicion del concepto de nimero racional no se utilizan situaciones de
la vida real.

En la exposicién de Razones y Proporciones se estudia la idea de escala, por
ejemplo, escala en los mapas, y otros ejemplos de aplicacidn a la cinematica.

Orientaciones metodoldgicas:

El desarrollo del concepto de fraccion y nimero racional tiene una secuencia que corresponde a un estilo propio de la matematica moderna; trata de
construir el concepto de nimero racional en base a un conjunto de definiciones, propiedades (reflexiva, simétrica y transitiva de la equivalencia de
fracciones) clase de equivalencia, particion de una clase de equivalencia y finalmente se define la fraccién, como se puede ver en la figura adjunta.

Elementos histdricos: En diferentes lugares del texto se encuentran alusiones
histéricas de personajes matematicos como Evaristo Galois, Rene Descartes o
Leibniz. Estas resefias historicas no estan relacionados a los contenidos que se
desarrollan, mas bien, estan dedicadas a ilustrar datos biograficos de

Problemas y ejercicios representativos:

En el grupo de Ejercicios N° 21, ademéas de cuestiones abiertas,

“sLas operaciones que estan definidas en Q, estan necesariamente definidas también en Z?

¢ Por qué? Dé ejemplos ™, también, se proponen ejercicios de conversién de representacion pictorica, recta numérica a simbolica.
En grupo de tareas pide determinar la verdad o falsedad de proposiciones sobre inclusién y no inclusion de conjuntos numéricos N, Z, y Q.

matematicos célebres.

Errores de concepcion: Es materia de analisis el ejercicio 10 de la ilustracion, porque crea confusion en la interpretacion de la representacion pictérica que

se asocia al nimero mixto.
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Tabla 4.10

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 2° Grado, (Codigo: L.T.1982)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Analisis representacional

El autor utiliza el significado de fraccion como cociente, a partir de la
necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros. El nimero
racional es construido como un conjunto de clases de equivalencia.

La tabla de la figura muestra en la primera fila pares ordenados (a, b) que
pertenecen a ZxZ,, cada columna representa una clase de equivalencia. Para
explicar esto el autor realiza multiplicaciones sucesivas del primer par por
un ndmero entero cualquiera, excepto cero.

Se afirma que “cada conjunto de pares ordenados expresa un niimero
racional y se denota asi; 2 {2 46 8 10 } ” Pég. 18.

3 [3'6'9'12'15""

“Luego, podemos decir, un numero racional es la representacion de todos
los pares ordenados de ZxZ,que cumple la relacion

(A, B)R (C, D) <> A.D=B.C”. PAG. 19.
Luego, seis unidades méas adelante se presenta la nocién de “Razones y
Proporciones” . En la Pag. 224 se define: “Razén de dos nitmeros es el
cociente de dichos numeros” 'y propone un ejemplo como éste:
“Supongamos que en una reunion familiar hay 12 personas de las cuales 8
son damas. ;Cudl es la razon entre el numero de damas y el numero de
lpersonas? Es 8/12.
¢ Cudal es la razon entre el numero de caballeros y el numeros de personas?
Es 4/12,
¢Cual es la razén entre el nimero de caballeros y el de damas? 4/8”
En este texto se ha podido detectar claramente hasta dos significados del
ntmero racional, la fraccién como cociente y como razon.

1-3. CONCEPTO DE NUMERO RACIONAL
SeaZ = [..o.=3 210,12 % il y
T o= Loy 3= 11,2 3, ek

Algunos pares ordenados de 7 * . son:
Z*Z = {...,(1,2(23.001),0-1.2).(-23), ...}

Ahora, elaboraremos una tabla de algunos pares ordenados
(ab) de Z x 7. y donde n representa un numcre entero. Cada
columna de pares ordenados de la abla resulta de multiplicar los
nameros enteros de la columna de la izquierda por cada par or-
denado de la fila superior, teniendo en cuenta que: n(ab) = (na,
nb). Asi, por ejemplo: 2(723) = (~4.,6). (Completa la tabla)

fab)
n a2 ey on | o0 |12 | 23] 3,73) | 374
1 ol |on | o D12 | (c23) | (3.73) | GS8
2 |24 |46 [(02) | (072) | (m2.4) | (74.6) | (6. 6) | (6.78)
3 J )
4

3 |

—2

-3

-4

1.5. FRACCIONES POSITIVAS, NULA Y NEGATIVAS
Sea la recta numérica de la figura 12

Tipos:

La representacion mas usada es la simbdlica numéricay algebraica.
Evita utilizar las representaciones verbal e iconica. Ademas de la tabla,
que es una herramienta representativa para explicar las clases de
equivalencia, se utiliza la recta numérica para representar el conjunto de
los nimeros racionales.

Es interesante ver que también usa la representacion conjuntista para
expresar la conformacién de los racionales. “E! conjunto de niimeros
racionales estd formado por los racionales positivos, cero y racionales
negativos.

De modo que Q = Q™ U {O}U o
Ademds, Q) = — {0} ", Pag. 19

Transformaciones:

De la fraccién como par ordenado (a, b) a su forma de a/b.
Multiplicacién del numerador con el denominador para ver si es positival
0 negativa la fraccién.

1 R 3
2 4

Conversiones:

Representacion en la recta numérica —Simbdlica numérica (fraccion)
De representacion fraccional a su representacion decimal a través de la
divisién del numerador entre el denominador.

Anélisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Un factor resaltante es la presentacion de los contenidos totalmente
descontextualizados, el autor se esfuerza excesivamente en el uso de un
lenguaje y simbolismo formal.

Obijetivos e intenciones:
No registra explicitamente.

Orientaciones metodoldgicas:

En el prélogo el autor describe la caracteristicas de la presentacion “la explicacion de los temas con claridad y sencillez, el uso adecuado del lenguaje y
simbolismo matemdtico ™y la “discusion” de ejercicios, para promover la comprensién cabal de los conceptos y la asignacion de tareas de “aplicacién”™

como indispensables en el estudio de la matematica. Pag. 5 (Pr6logo)

Elementos historicos:

El autor presenta la biografia de Evaristo Galois (1811-1832), en el que
resalta su contribucién a la mateméatica moderna y la teoria de grupos. El
hecho histérico relacionado a las fracciones que se pudo encontrar es que
Galois a los 17 afios de edad public6 su primer trabajo sobre “fracciones
continuas”, aunque no se explica en qué consisten.

El objetivo de la unidad es: Reconocer el conjunto de los nimeros como una extensién del conjunto de los nimeros enteros.

Problemas y ejercicios representativos:

Al final de cada unidad se propone “ejercicios de repaso” 'y una “prueba de comprobacién”, el objetivo de estas actividades es que el estudiante auto

evalle su aprendizaje.

Errores de concepcion:

En la tabla de la figura se percibe que en la primera columna hay una ligera falta reiterativa, es suficiente que » pertenezca a {1,2,3,4, ,,,,,,, }

Para la definicién del nimero racional es necesario el concepto de equivalencia de fracciones y clase de equivalencia y esta definicién se enuncia en la Pag.
19, pero recién en la Pag. 34, se explica la nocion de fracciones equivalentes. Se considera esto un error en la secuencia de la exposicion de los conceptos.
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Tabla 4.11

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1990)

Significados y conceptos llustraciones representativas

Andlisis representacional

S . , . EXPRESION GRAFICA DEL CONJUNTO{Q~ u O u Q")
La exposicion introductoria del nimero racional es

muy breve, se funda en la necesidad de ampliar el

o , El conjunto de todos los nimeros racionales se le representa por la letra
conjunto de los numeros enteros.

Q. Eneste conjunto se considera incluido al conjunto de los m’gmerps enteros
Z. Esta situacion se muestra grificamente en la figura de la izquierda.

Tipos:

Simbdlica: numérica algebraica y verbal.

Gréfica en la recta numérica.

Los diagramas de Veen ilustran diferentes representaciones

Se encontré que a pesar de abordar la construccion de
los nimeros racionales toma los elementos necesarios
pero no se logra concretizar este trabajo en una
definiciéon. Mucho menos se explica los significados 0
de los racionales.

De la necesidad de extender el conjunto de los
ntmeros enteros ante la imposibilidad de resolver la
ecuacion: 6 x = 5, se enuncia la definicion de fraccion:
“Se llama fraccion a todo par ordenado (a, b) de

, . a
numeros enteros, escrito en la forma —, y en el cual

es b=0.”

La definicion de Razén que este libro de texto utiliza
es: “Razon geométrica es el resultado de comparar
dos niimeros por medio de la divisién. ”(Pag. 193)

_Encel conjunto Q de los nimeros racionales puede distinguirse tres sub-
conjuntos (figura de la derecha):

a) El subconjunto de los nimeros racionales positivos: Q™ .

b) El subconjunto de los nimeros racionales negativos: ()~ .

c) El subconjunto formado por el nimero cero.

Ademis, Q * rep al conyl de los nii S raci

del nimero racional:

- Diagrama de Veen: la union de racionales positivos,
cero y negativos.

- Diagrama de Venn: Q que incluye a Z.

Transformaciones:

Como par ordenado (5,7) 0 5/7.

Fracciones equivalentes por multiplicacion de un nimero
entero con ambos términos de la fraccion.

Conversiones:

Simbolica numérica — Recta numérica.

Simbdlica numérica — verbal: “5/7 que se lee “cinco
séptimos”

sin el cero.

Analisis fenomenolégico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Con el subtitulo de “Problemas en la vida cotidiana” (P4ag. 162), se propone ejemplos de
situaciones que revelan el significado de fraccion como cociente:

“a) Dividir 5 panes entre 6 personas.

b)Repartir 7 naranjas entre 9 ninios.

c) Partir 6 metros de cinta en 5 partes iguales”

Estas situaciones de la vida real, conducen al autor a proponer la necesidad de ampliar el
conjunto de los nimero enteros por la imposibilidad de resolver ecuaciones del tipo

9 x=7. PROBLEMAS EN LA VIDA COTIDIANA

En la vida diaria se presentan situaciones tales como:
a) Dividir 5 panes entre 6 personas.
b) Repartir 7 naranjas entre 9 nifios.
c)  Partir 6 metros de cinta en 5 partes iguales.
Las anteriores situaciones nos conducen a resolver ecuaciones tales co-
mo:
a) 6x =35 b) 9x =7 c) Sx=6
Pero estas ecuaciones no tienen solucion en el conjunto 7, ya que:
a) No cx@slc m.i-mem entero que multiplicado por 6 nos dé 5.
b) No existe niimero entero que multiplicado por 9 nos dé 7.
c) No existe nimero entero que multiplicado por 5 nos dé 6.

Objetivos e intenciones:
No registra informacion explicita para determinar los fines y objetivos.

Orientaciones metodoldgicas:

En la exposicion de los contenidos el libro de texto “La nueva estructura de la matematica 1” desarrolla ordenadamente todos los temas
contenidos en los programas curriculares, tanto vigente como experimental. El autor tiene preocupacion por satisfacer los requerimientos de
profesores que adopta uno de los dos programas que en ese momento se tenia en el sistema educativo.

Problemas y ejercicios representativos:

Al final del capitulo se propone una bateria de cuestiones abiertas como ;Es un niimero entero un nimero racional?, jEn qué conjunto estd
contenido el conjunto de los naturales?, ;El numero 0/8 es un entero?, ;Es lo mismo fraccion que numero racional?, ;Existen racionales
que no son niimeros enteros?.

Cada una de estas interrogantes esta dirigidas a establecer relaciones en la figura representativa que presentamos arriba.

Elementos historicos:
No registra elementos histéricos, en la exposicion del texto.

Errores de concepcion:
Maés que un error de concepcion es un vacio la ausencia de una conceptualizacién del nimero racional.
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Tabla 4.12

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdtica 1° Grado, (Codigo: L.T.1991)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Anadlisis representacional

La idea de fraccion que introduce el texto es
“Numero fraccionario es cualquier par
ordenado (a, b) de nimeros enteros, escrito

de la forma @, con b#0”. Considera que la
b

fraccion es un elemento del producto

cartesiano ZxZ* .

La figura adjunta se observa que ademas se el

concepto de fraccion se sustenta en el

contexto parte-todo.

La definicion del conjunto de los nimeros

racionales:

“El conjunto formado por todos lo numeros

racionales se llama conjunto de numeros

racionales, al que se le representa por Q, o

sea.

Qz{Z}/an y beZ*

Donde & es un mimero racional.”

b

Por consiguiente, toda fraccién es un
elemento del producto cartesiano:

ZxXZ* ={ '—;xaGZybez* }

Ejemplo 2. Observar la siguiente
fraccién:

En la fraccién analizamos que el nu-
merador es 2 y el denominador, 3. En
este caso, 3 indica que la unidad se ha
dividido en 3 partes iguales y ¢l 2, que
de esas partes se han tomado 2.

Por consiguiente, el denominador b
indica las partes iguales en las que se ha
dividido la unidad y el numerador a in-
dica que de estas partes iguales se han
tomado a de ellas.

REPRESENTACION DE
UN NUMERO RACIONAL

El conjunto de niimeros racionales se
pucde representar en una recta real, es
decir, a cada nimero Q le corresponde
un punto y sdlo uno en la recta real. Asi
por ejemplo:

o -{-v(3). .(3) W}

Asociando cada niimero racional con
puntos marcados cn L e igualmente dis-
tanciados tenemos:

m 1 O a»y

Tipos:

Simbdlica numérica.
Simbdlica algebraica.
Simbélica verbal.
Pictérica.

Recta numérica.

Transformaciones:

Obtencion de fracciones equivalentes. Regla del aspa.
Reduccién de fracciones equivalentes.

Manipulacion de signos del numerador y denominador.
Ampliacién y reduccion de fracciones.

Conversiones:

Simbélica numérica — verbal.

Simbélico numérico — Gréfico pictérico
Recta numérica — simbdlica numérica.
Simbélica algebraica — simbélica numérica.

Anadlisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Luego de una revision exhaustiva, no se ha
podido encontrar ninguna situacién que
revela una relacion con la vida cotidiana. La
presentacion de las nociones matematicas, es
totalmente descontextualizada.

Objetivos e intenciones:

Reconocer las fracciones propias e impropias, realizando sus transformaciones.
Reconocer las fracciones reducibles e irreducibles, simplificando las reducibles.
Establecer las relaciones de igualdad y desigualdad con fracciones.

Orientaciones metodoldgicas:

En el prologo el autor cree que los alumnos deben desarrollar habilidades para enfrentar situaciones problematicas, desarrollar el pensamiento creativo, inductivo.
La estructura de la unidad tematica tiene los elementos siguientes: objetivos especificos, contenidos basicos, acciones sugeridas, informacion tedrica, cuestiones de estudio,

ejercicios y problemas de afianzamiento y evaluacion.

Ademas de una parte tedrica se muestra una parte practica en la que se presenta una cantidad importante de ejercicios y problemas de afianzamiento, problemas

complementarios y actividades de evaluacion.

Los ejercicios y problemas de afianzamiento, segln el autor, sirven para ayudar al alumno en la comprension y memorizacion de los temas abordados, ademéas de mejorar el

“adiestramiento”.

Elementos historicos:

Resefia breve sobre Hiparia, a quien se le
reconoce el desarrollo y analisis del algebra.
Elemento histérico sin ninguna relacién con
los nimeros racionales.

Problemas y ejercicios representativos:
Del tipo:

Cuestionario de preguntas abiertas: ;Qué es una fraccion?, ¢Es a/0 una fraccién? ;Por qué?, ;Qué es un nimero raciona? ;A qué se denomina nimero racional nulo?, ect.
Ejercicios de reconocimiento de elementos de una fraccion y tipo de fracciones.

Reconocimiento de fracciones equivalentes.
De simplificacion y ampliacién de fracciones.

Errores de concepcién: Mas que un error, llama la atencion que, el autor reclame que el libro de texto tenga una “diagramacién con sentido artistico que amenizara la

comprension”, atributo que no muestra este texto.
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Tabla 4.13

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1992)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Analisis representacional

La imposibilidad de encontrar solucion a todas las ecuaciones

del tipo bx=a donde a y b son nimeros enteros y b=0, conduce a

la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros a los

numeros racionales donde se pueda resolver todas las

ecuaciones de la forma bx=a.

Se explica que la fraccion es un representante de los nimero

racional y que la fraccion representa al cociente de dos ndmeros

enteros.

Caracteriza el conjunto de los nimero racionales como aquel:

- “Que contenga al conjunto Z de los enteros.

- Que en él se pueda resolver todas las ecuaciones de la forma
bx=a con a, b enteros y b=0.

- Que las operaciones definidas en este nuevo conjunto,
satisfagan las propiedades que se cumplen en Z” Pag. 98.

En toda la Unidad 4 de Ndmeros Racionales, no se concreta la

conceptualizacion del namero racional, en la pagina 99 se insinda

que “...cada fraccion es el cociente de dos enteros; en

consecuencia, todas las fracciones (2/1, 4/2, 6/3,...) equivalen a 2.

Cada fraccion representa al numero racional 2. Este numero es el

2462810

conjunto { } conjunto de todas las fracciones
equivalentes a 2/1.”

Los significados que estan presentes en el libro de texto son como
cociente y como parte-todo. En la figura adjunta se puede observa
el uso del pictograma que ilustra el significado parte-todo.

4 Cudiles son los elementos de Q7

» Todos los nimeros que pueden ser expresades de la forma -:— con a, b

entercs y b 20

un al coclente

n 3. *
Estos mimeros i se dice, rep

de dos niimeros enteros.

En in son ni

@ Todos los nimeros naturales

i 4¢Q 7 8, porque 4 =

Z

i 8eQ ? 8l porque 8 =

e =

[N]

i 0eQ .’Si.pm'queﬂ:%

» Todos los nimercs enteros
i —TeQ 7 8i, porque -7 = TT

# Todos los decimales periddicos, como veremos en piginas posteriores.
(Es lo mismo una fracein que un nimero racional?

No, Una fraccitn representa un nimero racional, que ¢n realidad es un

conjunto.

Nos explicamos. Consideremos por ejemplo, las siguientes ecuaclones:
Ix=2 Zx=4 x==6 ix=8

La raiz de eada scuaciin es:

2

1

I
C -

L
4

" |Tipos:

Las representaciones que utiliza son predominantemente simbdlicas, en tanto, las visuales son
muy raras. En las paginas 96-100, se definen fraccién y nimero racional y aparece una sola vez

la representacién pictérica de 2/3 en su interpretacion de parte-todo.

Y la representacion

llamada diagrama de Venn para mostrar la inclusién de los conjuntos numéricos. No se usa la

representacion de las fracciones en la recta numérica.

Transformaciones:
Manipulacién de signos (+, -) del numerador y denominador.
Division, realizacion del cociente indicado.

Escritura de fracciones equivalentes, en una clase de equivalencia y su representante canénico.

(ampliacién de fracciones)
Simplificacion de fracciones.

Regla del producto en cruz para determinar equivalencia y orden de fracciones.

Resolucion de ecuaciones del tipo (4x=8 — x= 8/4)

Conversiones:

Representacion simbolica algebraica — Simbélica numérica. (viceversa).

Una vez excepcional de simbdlica numérica —Pictérica continua.
FRACCIOMNES

En una fraccidn -:-

Al nimero entero a se le dénomina numerador,

Al niémero entero b == 0 ze le denomina denominador.

El denominador indica que la unidad ha side dividida en b parte. |_;uules
El numerador indica que de estas partes iguales, se estan consicerando a.

; 2 2
Asi, en la fracciin 5

El denominador indica que la unidad ha sido dividida en tharm iguales,

El numerador indica que de estas 3 partes estamos consi do 2.

Anélisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:
No registra situaciones probleméticas que reflejen aplicaciones del los
nimeros racionales a la vida cotidiana.

Obijetivos e intenciones:

- Fomentar el desarrollo de la capacidad de pensar de los educandos a través del tratamiento coherente de sus contenidos.
- Instrumentar a los estudiantes con los elementos matematicos basicos con los que puedan, por un lado, afrontar con éxito los problemas cuantitativos
mas comunes de la vida y, por otro, continuar sus estudios de profundizacion y ampliacion en la Educacion Superior.

Orientaciones metodoldgicas:

Como se percibe de la descripcion del libro de texto se comprende que la estrategia es netamente deductiva, primero se enuncia algunas
generalidades y posteriormente se aplican éstas en ejemplos, ejercicios desarrollados y; finalmente, se propone ejercicios con la intencién
de reforzar el aprendizaje del enunciado general. Este enfoque corresponde a una concepcion conductista donde el primer recurso es el

estimulo-refuerzo.

Elementos historicos:
No registra elementos histdricos.

Problemas y ejercicios representativos: del tipo

Evaluacion de proposiciones (V o F ) que revisan la inclusién de conjuntos numéricos, reforzamiento de la condicion b=0.

- Hallar el valor de x (Resuelva las ecuaciones).

- Aplicacion de la regla del aspa o multiplicacion en cruz para determinar la equivalencia de fracciones.
- Ejercicios de reforzamiento de simplificacion y de fracciones.

- Ejercicios de determinacion de relacién de orden de fracciones.

- Ordenar de menor a mayor un conjunto de 3 fracciones.

Errores de concepcion:
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Tabla 4.14

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1993)

Significados y conceptos

llustraciones representativas Andlisis representacional

Luego de evidenciar la insuficiencia de los enteros, explica
que la division es una operacion parcialmente definida en

Z, y propone su ampliacién:

El concepto de fraccién que postula el autor es: “Liamamos

Tipos:

La representaciones que usa son:
Simbélica numérica

Simbdlica algebraica

Pictérica continua.

raccion al nimero de la forma (o a/b), siendo a y b i e ..
fi % ( ) Y i 3/4 Gréfica en la recta numérica.
3/8
, " . ., Verbales
niimeros enteros, con b=0.” Considerando la fraccion =3 P - -
| iente a/b - - e 1 - Transformaciones:
como el cociente a/b. ) ) = . o 1 2 Simplificacion de fracciones.
La definicion que propone de nimero racional es: = = 2 2 2 Escritura de clases de equivalencia.
“Llamamos niimero racional | alal conjunto de todas las 5 Aplicacion de la multiplicacion en cruz para determinar el
b :? 4 3 2 g (5 o 1 2 3 4 3 orden y equivalencia de fracciones.
. . A , 4 4 q 4 4 4 4 4q 4 4
fracciones equivalentes a/b, en la que a y b son niimeros B - - i
enteros, con b=0". Y todos los nimeros racionales R T T T R W s~ —— conversiones: e
conformar el conjunto Q de niimeros racionales. = 8. '®s ¥ 5 5 B &5 & B T B B E!Ctgr,'lc_as — simbolica nu,'pe”ca (IV'CEVte ).
Es explicito en sefialar que el denominador b de la fraccion o 1 2 1mho 1ca umerica = gratica en la reca numerica (viceversa)
- A X — . " " R " " “ Simbdlica algebraica — simbolica numérica.
indica las partes en las que se ha dividido la unidad y el 1 B 1 2 3 4.5 & T 8 8 10 11 12 1
numerador a indica que de esas partes iguales se han 8 e B 8 GETeC B B- 8 BT 6 ey e

tomado a, de ellas. (Pag. 155). La figura adjunta ratifica la
aseveracion anterior que el significado de fraccién que esta
utilizando, el autor, es el de “parte-todo”.

Observemos que la representacién de las fracciones sobre la
recta numérica nos ofrece la ventaja de poder representar fracciones
ranto positivas como negativas.

Anadlisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Sélo en el primer parrafo de la unidad se
hace referencia a la “Vida cotidiana” para
enumerar tres situaciones en las que no es
posible emplear los nimeros enteros para
describir la situacion:

1- Diez y media de la mafiana.

2- Un metro tres cuartos de tela.

3- Kilémetro cuatro y medio.

Mas allé de estos ejemplos no se
encontraron situaciones de la vida real.

Obijetivos e intenciones:

Organizar y formalizar ideas matematicas previas que ya posee el estudiante en base a la capacidad de reflexién y analisis.

“Identificar nUmeros racionales y resolver con ellos situaciones aplicando las propiedades y técnicas operativas propias del conjunto de los nimeros racionales” (Pag.
153)

Orientaciones metodoldgicas:

La estructuracion del libro pretende, segln el autor, se ha tenido en cuenta, que los “diversos aspectos matematicos no sélo se aprenden y memorizan, sino que,
fundamentalmente, se comprenden y razonan.”

Cada unidad tematica esta organizado asi: una sintesis tedrica, un grupo de ejercicios tipo resueltos, un cuestionario y ejercicios propuestos.

Se recomienda al estudiante, resolver todos los ejercicios tipos resuelto por su cuenta y sélo luego de ello verificar el proceso y resultados.

Elementos histéricos:
No registra.

Problemas y ejercicios representativos:

Al final de la unidad se propone un cuestionario con preguntas abiertas como estas “;Qué es un niimero raciona?, ;Qué es una fraccion?, ;jCémo se representa una
firaccién?, ;jCudndo se dice que dos o mds fracciones son equivalentes?”, etc. A continuacion algunos ejercicios propuestos concernientes a “Indicar el numerado y
denominador de las fracciones, representar en la recta numérica las fracciones, escribir cinco fracciones equivalentes, simplificar fracciones, escribir diez elementos (o
\[fracciones equivalentes) de cada uno de los siguientes numeros racionales, completar con <o >, hallar la fraccion irreducible, ordenar en forma ascendente, etc,”
Cada uno de estos ejercicios tienen la finalidad de revisar, una vez mas, las nociones, conceptos y propiedades de las fracciones.

Errores de concepcion: No se percibieron.
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Tabla 4.15

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1995)

Significados y conceptos

llustraciones representativas Andlisis representacional

Luego de evidenciar con ejemplos las limitaciones de los nimeros
enteros para efectuar ciertas divisiones, se presentan algunas
afirmaciones como éstas:

“La ecuacion 3 x = 7 no tiene solucién en Z, pues 7/3 no es entero”
(Pag. 93).

“A cualquier par ordenado (a, b) de nimeros enteros, escrito en la
a

forma en la que b=0 se llama fraccién”.

No hay una presentacion explicita de los significados del nimero
racional. Més aun se fundamenta los racionales desde la necesidad
de extender el conjunto de los ndmeros racionales. En la
fundamentacion se encuentra el significado de cociente indicado
como consecuencia de resolver la ecuacion.

A diferencia de las ediciones anteriores, en ésta, se enuncia la
definicion de:

“Namero racional es pues el conjunto de todas las fracciones
equivalentes entre si y puede estar representado por cualquier de
sus elementos, generalmente el mas simple”.

El significado parte-todo es utilizado para explicar fracciones
equivalentes, tal como se muestra en la figura adjunta.

NECESIDAD DE EXTENDER EL CONJUNTO 7

Para que la divisiin pueda Efcct!.la.l'se sin restriceiones fue necesario extonder el conjunte Z, incluyendo
nuevos inumerale:s como las fraceiones y nuevos conceptos y asf formar el confunto @ de los ntmercs
racienales .

NOCIONES FUNDAMENTALES SOBRE LAS FRACCIONES

Tipos:
Simbélica: verbal, numérica , algebraica.
Gréfica: pictogramas, recta numérica y diagrama de Veen.

Conjuntista: O = {Q' uOuQ*}, A={xeN/2x=2+1}

Transformaciones:

Manipulacién de los signos (+, -) del numerador y denominador.
Del representante canénico en una clase de equivalencia.
Amplificacion y simplificacion de fracciones.

Multiplicacién en cruz para determinar equivalencia y relacion de orden
de fracciones.

Calcular un extremo o un medio en equivalencia de fracciones: 2

.oooa
Dada la fraccion —

a s el numerador; b es ¢l denominador. @ v b son las términos de o fraceidn,

. R iz O o =B
Ast, la fraccidn (°5; 3 se eseribe —~ v se loe menos cinco fervios
3

8

La fraccion {(8; 9) sc escribe £ ¥ se lec ocho novenos,

GENERALIZACION SOBRE LAS FRACCIONES
Recordemus que Z = {...; 3,2 -1, 0; 1; % 3; .}

3
Construcciones de fracciones equivalentes utilizando pictogramas.

i .
x

Conversiones:

De simbolico numérico — verbal.

Simbdlica numérica — pictdrica y viceversa.
Simbélica numérica — gréfica en la recta numérica.
Conjuntista — diagrama de Veen.

Conjuntista — fraccional

Y que el conjunto de enteros no nulos o sin ol cere es:
ZEm (78 2 71 152 8; )

Entonces, una fraccién no os sine un elemento del conjunto: {i/a csZyh e Z*}

P o @

m | hO » (440 s

e o

Analisis fenomenolégico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Para la introduccion de las fracciones y del nimero racional no se
refiere a situaciones de la vida real, no existen problemas o
ejemplos que revelen el uso de un significado para contextualizar
las fracciones.

Los problemas propuestos son totalmente descontextualizados.

Objetivos e intenciones:
De la exposicién del contenido y la forma de realizarlo se puede deducir que el autor esta interesado en presentar los nimeros racionales de forma “rigurosa” como
lo expresa en las “Palabras Iniciales” del texto. Presentar las nociones matematicas totalmente descontextualizadas.

Orientaciones metodolégicas:
La exposicion de los contenidos cubre los contenidos de los programas vigentes como los programas experimentales. La secuencia muestra una estructura 'y un
ordenamiento l6gico y fluido dentro de un estricto rigorismo matematico, en palabras del autor,

Problemas y ejercicios representativos:

Ademés de problemas y ejercicios desarrollados propone gran cantidad de ejercicios de diferentes grado de dificultad. Una de las finalidades que se percibe es
satisfacer las demandas de la preparacion pre universitaria con la inclusion de una seccién “Mirando hacia la universidad”, ademas los problemas de razonamiento
l6gico matematico son excesivamente descontextualizados, pues la finalidad es reforzar las nociones desarrolladas en la seccion, a fuerza de repetirlos de diferentes
maneras.

Las caracteristicas de estos problemas y ejercicios son:

Ejercicios de decision; verdadero/falso sobre ciertas proposiciones que involucra la conceptualizacion de nimero racional, natural y entero.

Elementos histdricos:
No presenta elementos historicos.

Ejercicios de del tipo “ Si 4 = {x eN/[2x=2 +1}, entonces los elementos de A son:” (Cinco en total).
Reconocimiento de fracciones equivalentes.

Errores de concepcién:
Se conceptla el “ndmero racional” como una clase de equivalencia pero no se concretiza en la conceptualizacién del conjunto de los nimeros racionales. Ademas,
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antes no define una clase de equivalencia como debia ser logico para luego introducir el concepto de Q..
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4.4.2.3 Periodo C: Introduccién del Constructivismo

El inicio del periodo coincide con los afios en que irrumpe el constructivismo en
las aulas escolares en el Perl y el inicio de los ensayos de reforma de la educacion
secundaria, acompafiado de programas de capacitacion. En esta época se introduce la
frase “Nuevo enfoque pedagdgico” que tiene su fundamento pedagdgico en el
constructivismo, la psicologia cognitiva y el socio culturalismo. Asimismo, se

produce el ingreso de nuevos autores de libros de texto al escenario editorial.

Estos aires de renovacion promueven un leve viraje en la orientacion del
tratamiento del numero racional en los libros de texto que corresponden

aproximadamente a los afios comprendidos entre 1997 hasta la actualidad.

Se ha encontrado a su vez, que en la introduccion del concepto de numero
racional el significado que mas se estudia es el de parte-todo y cociente indicado. Se
toma mayor importancia al significado parte-todo, ya que en esa direccion conduce
el enunciado de los ejemplos para explicar la nocion de fraccion; asimismo se
proponen ejercicios acompafados de registros pictoricos que representan el
significado parte-todo. En un segundo plano, también esté presente el significado de
cociente indicado como consecuencia de la necesidad de ampliar y extender el

conjunto de los nimeros enteros.

Es importante resaltar que en este periodo se dedica menos esfuerzo a explicar
las nociones de relacion de equivalencia y clase de equivalencia; por el contrario se

opta por enunciar conceptos menos ‘rigurosos’ y elaborados, como por ejemplo:

“Definiremos el conjunto de nimeros racionales como el conjunto de expresiones a/b

donde a y b son nimeros enteros, siendo b0

Qz{%/a cZ.b ez,b¢o} " L.T. 2003-C.

“NUmero racional como par ordenado de nOmeros enteros  asi
O={ab)lacZrbeZ-{0}}" L.T. 2005.

“El nimero racional es una fraccion y todos sus equivalentes”  L.T. 1997.

En tanto que la definicion de fraccion que postulan son:
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“Fraccion es pues, un conjunto de unidades fraccionarias” L.T. 2003-A
“Una fraccion es una division indicada de dos enteros a y b” L.T. 2003-B
“Todas las fracciones pertenecen a una clase de equivalencia”  L.T. 2000-A

“Fraccion es cada una de las partes en que se ha dividido un todo” L.T. 2000-B.

Merece mencion aparte los textos L.T. 2000-A y L.T. 1997, ambos realizan una
revision ordenada de los significados: la fraccion como parte de la unidad, fraccion
como resultado de una medida, fraccion como cociente y fracciéon como operador y
dedican un capitulo posterior al contenido tematico “Proporcionalidad numérica “ en
el cual se desarrolld el significado de razon, entendido como “la comparacién de un
namero con otro mediante el cociente indicado de dichos nimeros se llama razon”
L.T. 2000-A. y el L.T. 1997 define la razon como “... el cociente de dos nUmeros o
de dos cantidades comparables”, como podemos percibir, nuevamente como en el
periodo anterior, la razon queda subordinado al significado de cociente indicado. A
pesar de las limitaciones es un gran avance el que dan los autores (autoria colectiva)
de los libros de texto en mencion por el esfuerzo desplegado para explicar casi todos

los significados del nimero racional.

Queda evidente que en este periodo se enfatiza el significado parte-todo y se
refieren al significado de cociente indicado como prolongacion de la corriente del
periodo anterior. Respecto a los demas significados, se encontrd que son subsidiarios

en la construccién del concepto de numero racional.

El desarrollo de la nocién de fraccidn se basa en situaciones de la relacién parte-
todo; ademas, el estudio de relaciones de equivalencia y orden se fundan en
transformaciones y manipulacion de pictogramas, que representan la particion de un

todo continuo.

Sin embargo, se ha detectado imprecisiones en la conceptualizacion del Conjunto
de los NUmeros Racionales como el conjunto formado por los nimeros enteros y

nameros fraccionarios que deja abierta la posibilidad de aceptar que 7 pertenezca al
2

conjunto de los racionales, lo que evidentemente es un error.
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La siguiente figura ilustra la ruta de construccion del numero racional que los

libros de texto siguen en la exposicion del concepto en cuestion.

Fracciones , R
P cquivalentes Nudmero racional es
una clase de
De la necesidad Necesidad de . ‘:g:;xgggc'i'r ol Conjunto de ntimeros
de resolver la ampliar el | simplificacion o prepresentar?te racionales:
ecuacion : 1 de fracciones ' . g g _J)a . -
bx=a conjunto Q canénico, fraccion Q=1 lacZibez
irreducible, del
| R Clase de conjunto de fracciones
+ + P equivalencia equivalentes.
Principal Priorizacion del
representacion significado parte-
simbdlica: a/b; todo continuo.

Figura 4.4 Ruta de construccién del concepto de nimero racional en el periodo C.
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Tabla 4.16

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.1997)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

Luego de mostrar la insuficiencia de los ndmeros
enteros para ciertas soluciones (5:3¢Z) pasa
inmediatamente exponer los significados de las
fracciones. En este texto al igual que en el 2000-A no
se considera la razon como unos de los significados,
quizas porque existe una unidad didactica posterior,
que se ocupa de la razén y proporcion.

Los significados que se explican en el libro de texto
son: la fraccion como parte-todo, la fraccion como
cociente de dos enteros, como resultado de una medida|
y como operador.

En la pagina 80 se eshoza el concepto siguiente de:
“Un ndmero racional es una fraccién y todas su
equivalentes.” Y ejemplifica “EIl conjunto de todas
las fracciones equivalentes a Y% constituye el
ndmero racional %2”,

Razdn entre dos nimeros o entre dos cantidades: (Pag.
99)

“Una razon es el cociente de dos numeros o de dos
cantidades comparables”. En una razén, el dividendo
se llama antecedente y el divisor se llama consecuente.

v La fraccidn como parte de un todo o unidad

Las fraceiones aparceen cuando ¢f conjunio Z po es suficiente ¥ resultan de diviilst
wun todo o unidad en varias paries iguales ¥ tmar una o varias d estas partes.

Fruccin menor, igaal y mayar qoe la unidod

et Afilagms comid 446 de wna pizz y Crrtoy | 5.,

pizsa caters. ; heldn comic me

Milagras comid menos

4 84 Marta dice; " ¥ yo comi 66 de una (] Feacchdn igual
g Mo : L £ o
=Yor comd | puzae entera ™. Chidn b
Coumieron fgmal,
comid 7 Trmecide:
o Rt

Chariio comid mds

Las fracciones menores que fa unidad ve Haman fracciones proplus y las frac.
cimies mryores que la unidad s Boman fracciones impeopias.

ién pacden crpresarie Como nilmeros
s

La fraccitén coma coclente de dos mimeros

Y

Cada nifio recibe 1 de v

il Jcrwnto fe toca a cad nifia*

o, en partes ijuates, de

L e pizzscn total,

2 pwn cae ehico A cada nifio fe Tocan dos fercios de pes

Una froceide ; s &l coclente exacto de la divisiém a 1 b, viendo b & 0,

La fraccion como resultado de una medida

- Cuudil s la medida del segmento s tomands

o wnidad el segmenio b?

rmenlo o no conticne un ndmero exacto de veces al segmento unidiud, b, pero

contiene cinco veces a la wreern parte de b, es decir, o = 2 b

La fraccion como operador

Jorge compra 15 warros de pinlura. Lox 45 de los tarres son de pintura verde,
¢ Cudntas tarros de pintura verde compra Jorge?

En este caso. la frac 5 se interpreta como un operador que actida sobre los mi

meros multiplicand ero por 4 v luego-dividiendo entre 5 o dividiendo entre 5
¥ luego multiplicando por 4.
15 + 5 [&l1]) 5 15 1
4 ge1s— 3XI5 - =12 0 *de1sadi xa4=3x4=12
3 5 5 5 5

lorge compra 12 warros de piniura verde,

Tipos:

En este libro de texto se utilizan las siguientes representaciones:
Simbdlicas: como enunciado verbal, numérico, y algebraico.
Visuales: segmentos de recta, pictdricas, y la recta numérica.

En la seccion “Programa de graficos y medios de comunicacion”.

Transformaciones:

Simboélicas para escribir fracciones equivalentes.

Pictogramas para ilustrar equivalencia de fracciones.

Ampliacion y simplificacion de fracciones, pictérica y simbolicamente.
Comparacion de fracciones tanto, con representaciones simbolicas y pictéricas.
De fraccién impropia a nimero mixto, tanto numérica como pictéricamente.
Representacion algebraica del uso del operador.

Regla de la multiplicacion en cruz para determinar equivalencia y orden de
fracciones, tanto numérica y algebraicamente.

Conversiones:

Simbdélica numérica — pictdrica (viceversa).

Simbélica numérica — gréfica en la recta numérica (viceversa).

Simbdlica algebraica — simbo6lica numérica.

\Verbal — simbélica numérica.

Razon entre peces rojos
Y peces azules

¢Cudl es la razdn entre las

capacidades de la botella «Elpd

grande y la pequena? P Razdn = i
J0ué indica este - | 4
cociente? — PR

—

-Il
| W P e )
[ - MW“ -y Razon = -

= Justifica tu respuesta. -l P md

[eelle)}

Anélisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

En la explicacion de los diferentes significados de la fraccion se utiliza situaciones

concretas de la vida real.

En la seccion “Matematica en la practica”, también, se encuentra cuatro situaciones
problematicas que revelan el interés por aplicar el conocimientos de los nimeros

racionales en la vida real.

Obijetivos e intenciones: No explicita la intenciones de la unidad tematica.

Orientaciones metodologicas:

Cada unidad temética esta organizado en siete partes: pagina inicial, informacion béasica, actividades, matemética en la practica, razonamiento
matematico, programas de graficos y medios de comunicacién y pagina final con programa de solucién de problemas.

Problemas y ejercicios representativos:

Elementos histéricos:

En la pagina 93 se ha encontrado un ejercicio que refiere la escritura egipcia de
fracciones, dada la simbologia se propone realizar calculos de division de fracciones.

nlmero racional.

Existe ejercicios de traduccion de representacion pictérica a simbélica y viceversa, tratamiento de fracciones impropias a nimeros mixtos,
aplicacion de los significados a situaciones problematicas, escritura de fracciones equivalentes, simplificacion y manipulacién de signos (+y -
), comparacion de fracciones y representacion de fracciones en la recta numérica. En términos generales en las actividades propuestas al
estudiante se percibe la intencion de repasar los conceptos y nociones desarrollados en la unidad con el objeto de entender el concepto de

Errores de concepcion:

2

El concepto: “El conjunto formado por los nimeros enteros y los niimeros fraccionarios es el conjunto de los numeros racionales”. Puede
constituir en un error, cuando previamente no se define qué es un nimero fraccionarios. Queda abierta la posibilidad de acepta que el nimero
7 €sun ndmero racional, lo que evidentemente es un error.
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Tabla 4.17

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdatica 1° Grado, (Codigo: L.T. 2000-A)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Analisis representacional

Este libro de texto explica los significados de la fraccion como parte de la
unidad, la fraccion como resultado de una medida, como cociente y como
operador.

El significado de razén se explica en la quinta unidad titulada
“Proporcionalidad numérica”.

Alli se define La razén como “La comparacion de un nitmero con otro
mediante el cociente indicado de dicho niimero” Pé&g. 166. Asi a/b
representa la “razén de a en b”. Donde « es el antecedente y b el
consecuente.

La ampliacion del conjunto de los nimeros enteros se presenta ante
situaciones de este tipo;

“Dividir 3 m de cinta en 2 parte iguales” 3:2 7" . Pég. 128 se postula la
necesidad de los nimeros racionales. E inmediatamente se introduce la idea
de clase de equivalencia y representante canénico:

“Todas las fracciones pertenecen a una clase de equivalencia. Veamos:

1 E § ﬂ la fraccion irreducible o representante canonico es 1 .

2'4'6'8 2
El conjunto de los nimeros racionales se representa con la letra Q.
Simbolicamente:

Q:{%/a,b €Z,b#0Amed.(a,b) =1} ’

Razén entre dos nimeros: (Pag. 166)

“La comparacion de un numero con otro mediante el cociente indicado de
dichos numeros, se llama razén.”, a/b donde a es el antecedente y b el
consecuente.

I Significado de fraccidn
La fraccién como parte de la unidad

Los nimeros fraccionarios o fracciones permiten EXPresar una O variss  Toma now

s idid. Asf las parie : : e
partes iguales de un todo o unidad, Asi las pastes colurgadas en los rectdn
gilos se expresan mediante las fracciones =, & y 3 Elemontos de una fncodn
3°%:73
2 i 5
7= 1 ;=1 1 =1

La primera fraccidn tiene el menor que el o lor ¥
es menor que Ia unidad: la segunda fraccién tiene ¢l numerador igual qu-\'
el denominadaor v es igual a la unidad; y la tercera fraccidn tiene el nume-
rador mayor gue el denominador ¥ es mayor que la unidad.

La fraccidn como resultado de unn medida
(Cudl es la medida del segmento o tomando como unidad el segmento u?

Toma nota

. El segmento a no conticne un ni- Tomanem

" mero exacto de veces al scgmento
pe . W, pero contiene siete veces la ter-
®  cera parte de u, es decir:

La fraccidn como cociente
(heremas repartir 2 circulos de cartuling entre 3 nifios en partes iguales

A cada uno le comesponde i del circulo; esto significa que la fraccion
3 e el cociente exacto de dividir 2 entre 3. Es decir:

2:3=2

3 para cada nifio.

Toma nota i
—_— -
&

& coma cparadar

La fraceién como operador
“La mitad"”, “la tercera pante”, son nombres de operadores cue fraccionan.

10+
1’

1x12 1
= ol o= G
5 6 Tde9=1x9=3

sldenz=tunza

3 3
3 det0= 2 x100=75

La fraccidn ;: « b # 0 es un operador que multiplica por @ v divide
enire b,

Tipos:

Para el autor los nimeros racionales tiene dos representaciones: el representante
canénico del conjunto de fracciones equivalentes, o sea fraccién irreducible; y la
representacion gréfica sobre la recta numérica en el que se divide cada segmento unidad
en partes iguales como indica el denominador y se cuenta el nimero de partes que indica|
el denominador.

Ademas, se encuentran en el libro otras representaciones como: simbélica verbal,
numérica y algebraica; pictérica, y sagital para representar el significado de operador.

Transformaciones:

Multiplicacion en cruz para verificar equivalencia de fracciones.
Simplificacion de fracciones.

Reconocer y Completacion de fracciones equivalentes.
Construccion de clase de equivalencia.

Aplicacion del operador.

Conversiones:

Simbélica numérica — Simbdlica algebraica (viceversa)
Simbdlica numérica — Grafica en la recta numérica (viceversa).
Simbélica numérica — Pictdrica (viceversa).

Verbal — Simbdlica numérica.
2. Serie de razones iguales

Hallamos las razones entre los lados correspondi de los sig
o
® 9m
I o
1

—_— 2 m— —dm—

Comprobamos que las razones entre las medidas 15my 5Sm, 12my 4 m,
9 m y 3 m; son iguales:
15m 12m 9m
=3 —ad ===
S5m 4m 3 3m 2
15m _ 12m _ 9m

Luego podemos escribir: A 8w

La igualdad de dos o mds razones iguales se llama serie de razones
iguales. i

Simbdélicamente = % ... es una serie de razones iguales.

Anélisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana: (Objetivos e intenciones:

En las paginas 124 y 125, de la secci6nEl objetivo de la unidad es explicar como se forma el conjunto de los nimeros racionales, reconocer Q como un conjunto muy denso, representar los nimeros Q de diferentes formas, identificar y

motivacional, ejemplifican situaciones |establecer relaciones entre los nimeros racionales, y otros concernientes a operaciones con fracciones.

de la vida diaria en las que se usa
fracciones y decimales.

(Orientaciones metodolégicas: La unidad esta estructura en partes, entrada y motivacion, seccion de conocimientos previos, momento basico, ejercicios resueltos y propuestos, momentos del
repaso, extensién y un momento de evaluacion.

Elementos histéricos:
No registra.

razén, operador, parte-todo.

Problemas y ejercicios representativos:
En la seccion “Recuerdo y resuelvo, conocimientos previos” se plantea cuestiones como escribir la representacion simbdlica de fracciones representadas por pictogramas de rectangulos,

circulares, hexagonos, pentdgonos. Reconocer si las fracciones son equivalentes, hallar un elemento de una fraccidn para hacer equivalente a otra, simplificar las fracciones, etc. Los ejercicios son
lesencialmente de calculo, no se proponen problemas contextualizados a la vida cotidiana del estudiante.

La seccion se concluye con una bateria de ejercicios y problemas resueltos y ejercicios y problemas propuestos. Dentro de estos se encuentra ejercicios que refieren a los significados de medida,

Errores de concepcion: No se observa.
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Tabla 4.18
Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdatica 1° Grado, (Codigo: L.T. 2000-B)

Significados y conceptos llustraciones representativas Andlisis representacional

“Concepto.- £l sistema de los numeros racionales es un conjunto de - Tipos:
niimeros fraccionarios denotados por: Q teniendo las operaciones de | La region:sombreada representa .l cuarta parte=-1/4. Simbdlica numérica y algebraica.
\Adicién, Multiplicacién, sustraccion y Division. | 1 4 10| 4 Ahora para hallar el porcentaje Pictorica.
NUMERO RACIONAL .- Son aquellos niimeros enteros y —2-0-0-25 ?gg'ﬁ“fgg":szg"ol 100 Gréfica en la recta numérica.
\[fraccionarios en cuyo campo siempre es posible realizar las cuatro 20' ' Verbal.
operaciones fundamentales excepto la division entre cero. = Transformaciones:

.. ) , Aqui podemos trabajar dividiendo como pide la figura . . . , .
Fraccion .- Tiene la forma a, donde a 'y b son niimeros enteros y ’\ cada cuadrado pequefio en dos partes teniendo Fracciones impropias en nlimeros mixtos.
b Realizacion del cociente indicado.

b= Recuerda que el numerador indica De fraccion a porcentaje.

las partes que toma y el
denominador las partes en que estd
dividida la figura.

Es cada una de las partes en que se ha dividido un todo.

Es una relacion o cociente entre dos numeros enteros “n”, “d” con
).

\Llamado también quebrado o niimero racional.” (Pég. 118)

Construccion de fracciones equivalentes.

Particién reiterada de pictogramas con el objeto de ilustrar fracciones
equivalentes.

Simplificacién de fracciones.

Ejercicios: Indica la fraccién que representa la parte sombroada Conversiones:
yolpomnh]nmpoemo . L. L. . L. .
= — Simbdlica numérica — pictdrica. (viceversa).
Se percibe en este texto que se distingue los significados N Simbolica numérica — gréfica en la recta numérica.
parte-todo, la fraccién como cociente y en su representacion 0, Simbélica numérica — verbal.
porcentual. Fracsén | |
Aunque explicitamente no se sefiala esta la definicion de Q Porcantaje [ ]
como el conjunto de pares ordenados: ?
={(ab)lacZAbeZ-{0}}
Fraccibn
Porcentaje ||
N Fraccitn
Porcentajel |
Anadlisis fenomenolégico Aspectos metodolégicos
Aplicaciones a la vida cotidiana: Obijetivos e intenciones: No se encuentra explicito.
En la presentacién del concepto de niimero racional se utiliza situaciones de la vida real con
la finalidad de contextualizar el contenido. Orientaciones metodoldgicas:

De lo manifestado en la presentacion del libro de texto, el libro pretende tener un caracter teérico practico, ayudando al estudiante en la
resolucion de problemas, demostraciones.

Elementos histéricos: Problemas y ejercicios representativos:
No registra. Los ejercicios propuestos en las paginas 119-120 tienen la finalidad de reforzar el significado de fraccién como parte-todo relacionado al
porcentaje.

Errores de concepcion:

El concepto presentado en la pagina 118 “El sistema de los numeros racionales es un conjunto de niimeros fraccionarios...” adolece de

imprecisiones. Bajo este concepto se aceptaria que el nimero fraccionario = pertenece al conjunto de los racionales. Evidentemente que esto
2

es un error.
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Tabla 4.19

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.2003-A)

Significados y conceptos

llustraciones representativas Andlisis representacional

A partir de ejemplo de casos de reparticién de quesos o
terrenos se introduce el significado de, “unidad firaccionarial
es cada una de las partes iguales en que se ha dividido la
unidad principal”, Luego define el concepto de fraccion: “...

(nm:epto de frattiont

Observe [ figura 4. Dividimos un terreno en siete partes iguales. Ala perf,on.: E TEF
“E" le comresponde cuatro partes y a la persona “F", tres partes -

Tipos:

Simbélica numérica,
Simbdlica verbal.
Graéfica pictrica.

Fraccion es, pues, un conjunto de unidades fraccionarias”. ez *—”—lﬁh_‘
La upidad fraccionaria es: J 4] Transformaciones:
; : iy : o i En la representacion pictdrica y simbolica numérica para exponer
. ' 4 3 ) ) La parte de la persona "E” se representa par - porque tieﬂe 4-ymidades fracciones equivalentes, simplificacion de fracciones y reduccién
'Las expresiones — y — se denominan NUMeros 3 - de fracciones a comdn denominador.
o N ) fraccionarias y la parte de Ia P'-mf‘a % POf = porque tiene 3 Umdad‘ﬁ 2 5 Transformaciones en la representacion simbélica numérica para
fraccionarios, también se les llama nimeros quebrados o fraccionarids. : : explicar fracciones impuras, inversa,

fracciones.” Pag. 224.

Se conceptua la fraccién utilizando el significado parte-todo.
En la introduccion del concepto de fraccion utiliza sélo el
significado de parte-todo.

Significado “Razén o relacion”: (Pag. 307)

“Es el resultado de comprar dos cantidades por medio de
una sustraccion (razén aritmética) o por medio de una|
divisién (razén geométrica). La comparacién en sentido
estricto estd dado por la diferencia y el cociente
respectivamente, de dichas operaciones.”

Conversiones:

Con el subtitulo de “Escritura y lectura de nimeros fraccionarios”
se presenta casos de conversion:

De simbélica verbal a simbolica numérica y viceversa.

De simbolica verbal — pictéricas y viceversa.

Anadlisis fenomenologico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:
En la exposicion del contenido se ha encontrado, en tres oportunidades, la referencia a
situaciones de la vida real.

Situaciones relacionados con el tiempo: 1 hora = 1 de dia, etc.
2
Situacion de division de un terreno en siete parte....
Situacién de division de un pedazo de madera.
Los casos anteriores a pesar de referirse a una ‘situacion de divisién’, estos, no
corresponde al significado de cociente de la fraccién, sino, al de parte-todo.

Obijetivos e intenciones:

No los presenta en forma expresa. Sin embargo, se deduce que la principal preocupacion del autor es satisfacer las demandas de una preparacion pre
universitaria, memorizacion de algoritmos por medio de la resolucion reiterada de ejercicios similares. (Véase las paginas 230-231 de explicacion
del algoritmo de adicién de fracciones y nimeros mixtos y la pagina 240 del Taller de Ejercicios).

Orientaciones metodoldgicas:
El enfoque metodoldgico es el convencional. Luego de explicar los conceptos, algoritmos y reglas se espera que los estudiantes hagan las

aplicaciones en la resolucion de ejercicios.

Elementos histéricos:
No presenta, ningln elemento histdrico.

Problemas y ejercicios representativos:

El bloque de ejercicios N° 2 de la pagina 225 son de reforzamiento, a través de repeticién de ejemplos desarrollados anteriormente.

Aunque escapa a los limites del estudio, se observd la primera parte del Taller de Ejercicios N° 38: estos son de calculo como “Efectuar las
siguientes operaciones” (suma y resta) de fracciones. Todos descontextualizados, que de seguro tienen el objetivo de reforzar el algoritmo explicado
hojas atras en el libro de texto.

Errores de concepcion:
Mas que un error se ha encontrado un vacio, el autor se limita a desarrollar la nocion de fraccion sin llegar a discutir el concepto de nimero racional.
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Tabla 4.20

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdatica 1° Grado, (Codigo: L.T.2003-B)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

Titulo de la unidad 4 ;Qué hay entre 0y 1?.
Se plantea la ampliacion del conjunto de los nimeros enteros ante la
imposibilidad de solucién del siguiente ejemplo:

“;Coémo resolveriamos la ecuacion? 4x =3 — x = [ ]

Verds que la solucion no es ni natural ni entero sino una fraccion.” P&g.
84. Luego de esto se define las;
“FRACCIONES
\Ante esta situacion surge la necesidad de ampliar el conjunto de nimeros
enteros Z a otro que en adelante llamaremos el Conjunto de niimeros
racionales que lo reconoceremos por la letra Q y que emplea simbolos o
numerales llamados fracciones.
Una fraccion es una division indicada de dos niimeros enteros ay b
Una fraccion se representa asi: a0 ” Pag. 84.
b

En la ilustracion se presenta el conjunto , que expresa el
0= {ﬁla cZibe z'}

b
significado del nimero racional como cociente.
definicion de nimero racional se fundamenta en la ampliacion del conjunto|
de los nimeros enteros. Y en una segunda instancia la define como una
‘division’ indicada.
emas la otra ilustracion denota el significado de parte-todo, cuando tiene
que comparar fracciones.
En la P4g. 96, se desliza el significado de fraccion como operador en forma
indirecta como un caso particular de la operacién de multiplicacion de
fracciones:

7 COMPARACION CON LA UNIDAD
Veamos esto con kekes de forma circular

EL CONJUNTD DE LOS NUMIROS RACIONALES (&)

o {;:"”"-""'f

RELAZION
ETRENZ. O

COMPAREION FRACCIONES
COW LA URIDAD FOUIVALENTES

¥ =

==l
% RACIONALLY Bg

Fraccion menor  Fraccion igual

Fraccion mayor

que la unidad ala unidad que la unidad
_. T
| Finy ar
MIELTIFLICAEION
wmm * La parte sombreada representa “lo que se torma”.
OF MIKTO A FRACCION L!.._l""“

Observa ol gratica acjunto: (Es un sistema ¥

@Q EN LA RECTA NUMERICA " Bijamos dos limerce arterca BB 5. ), por. '
£Qué puedes observar en la siguiente recta numérica? * En el sjox ubicamos by sus mmplos 5
=3 -2 -1 1] +1 42 +3.. = Enelojoy ubicamon a y sus miftiplos. a
-+t t ¢ . 4 1" {Cutiesson s valores do p, 4.1 67 =y
llllllll“llllfﬂwnwmwf‘r s
=628 =322 =1 |1 2] 3 4556 ¥ IHaz lo mama para 8 = Sy b= 71 TN T T
PR TR T 212.2222 4
1fals|(z )
4lalals |
24 8 5 (e
4 4 4 | En la expresion: 11 &A qué es igual
B B Bl
a b = -0 - ']
| 2 gec || gleg0eg dedon
| La palabra “de” es comeo una o
- . fan it La palabra “de” &5 una orden
[ qee |r_|dv_caque_!ene que indica que tenemas que |
mos que multiplicar asi: mtipicar.
| .
a 1
g8 C=—=C 1 = L | vl
b & J| 325 <™=
T T = It a R

Tipos:

Las representaciones que se utiliza en el texto son:
Simbdlica (verbal, numérica, algebraica.

Visuales; pictérica, en la recta numérica, en el sistema
de ejes coordenados para mostrar fracciones
equivalentes, ademas, del diagrama de Venn para
ilustrar la inclusion de los conjuntos numéricos.

Transformaciones:

De fraccién impropia a nmero mixto.

Para fracciones equivalentes entre la pictdrica

y simbolica y entre simbélica numérica y simbolica
algebraica

De simplificacién de fracciones.

Conversiones:

Recta numérica —simbdlica numérica (viceversa)
Pictérica — simbolica numérica

Verbal-simbdlico —Gréfico en sistema de coordenadas

Anélisis fenomenolégico

Aspectos metodolégicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Obijetivos e intenciones: No registra.

Existe una seccién denominada “Las matemdticas...de todos los dias.

No se trata solo de conocer, sino de saber qué hacer con el conocimiento”.
En esta seccidn presenta situaciones de la vida cotidiana, como el
siguiente:

Orientaciones metodoldgicas: El capitulo al inicio y al final presenta un organizador visual, ademas, la presentacion trata de ser amena con un conjunto de

ayudas para el aprendizaje a través de vifietas.

En la pagina 80 se presenta la intencion curricular, “.ahora trataremos sobre aquellos nimeros que resultan de dividir una cantidad. La mitad, la tercera
arte, la cuarta parte y demds nimeros, los iremos trabajando a través de sus leyes y propiedades.’

)

4) Una costurera compra una pieza de tela por S/. 45. utiliza la tercera
lparte para confeccionar dos vestidos por los que cobro S/. 48. Luego
utiliza 4/5 del resto para confeccionar tres uniformes por los que cobro S/.
55. El resto de la tela la vendié al doble del precio. Si el costo de los
materiales usados en la confeccion de las prendas es de S/. 3,00 y el de la
mano de obra S/. 20, ;jcudl es la utilidad obtenida por la costurera?. Pag.
107.

Problemas y ejercicios representativos:

Los ejercicios que se proponen son esencialmente de reforzamiento de lo aprendido. Tienen las siguientes formas: Se proponen ejercicios de simplificacion de
fracciones y escribir pares de fracciones equivalentes (180/270). Resolver ecuaciones de primer grado con un variable que conlleven a soluciones racionales
(3x=15 o0 3x=5). Colorear la parte correspondiente a la fraccion referida. Escribir la fraccion que corresponda a una representacion pictérica. Reconocer
fracciones mixtas.

Elementos histdricos: No registra hechos histéricos de ningun tipo.

Errores de concepcion: No se percibieron.
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Tabla 4.21

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.2003-C)

Significados y conceptos llustraciones representativas Andlisis representacional
El nimero racional como extension de los nimeros enteros: - a ) Tipos:
N -z - NOTA IMPORTANTES: La expresion — 6 a/b se llama FRACCION . . .
Ante una situacion de este tipo b Este libro de texto se caracteriza por no presentar representaciones

(+4):(-5)= ?, justifica “Esta insuficiencia del conjunto de

pictoricas de parte-todo.

enteros para la operacion de division, hace necesaria la Liego : Lafraccion < o ab es la division indicada (a) : (b) Las representaciones que mas predomina son:
b

ext’ensio'n del Conjunto de los Enteros al CONJUNTO DE
INUMEROS RACIONALES, donde si es posible la division sin

Siendoay b enterosy b diferente de cero.

Simbélica: numérica, algebraica, conjuntista.
Graficas: La recta numérica, se utiliza pocas veces.

restricciones” Pag. 110.

EL CONJUNTO DE NUMEROS RACIONALES (Q) Transformaciones:

Sin mayores predmbulos se introduce la definicion que se puede
ver en la ilustracion, O como el conjunto de los pares cero.
ordenados.

Definiremos el conjunto de Nimero racionales como el conjunto de o . y . . a
expresiones a/b donde a y b son nimeros enteros, siendo b diferente de De division de nimero enteros a notacion fraccional, del tipo: (@)= () =—>

Manipulacién del signo del numerador al denominador.

La introduccién de los racionales no se respalda en el
significado parte-todo.

tanto de forma algebraica como numérica.
" De niimero entero a notacion fraccional.
0= {f/a eZbeZb# 0} Dada una fraccion en sus fracciones equivalentes.
b De laregla del “aspa” para reconocer fracciones iguales y relacién de orden.

Conversiones:
Simbdlica — Recta numérica.

Anadlisis fenomenol6gico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

A pesar de la declaracion de intenciones “... apremio prdctico operativos de la vida laboral y
la vida cotidiana” en el libro de texto no se ha podido encontrar situaciones probleméticas que
revelan la aplicacion de los racionales a la vida cotidiana, menos a la laboral. Los contenidos
matematicos son presentados totalmente descontextualizados, ya de por si la definicién de Q es
una muestra de esta orientacion, QO se desprende de la necesidad mateméatica de ampliar los
nlmeros enteros.

Objetivos e intenciones:

Se expresa el deseo de contribuir a la solucion de situaciones practicas operativas de la vida laboral y de la vida cotidiana y el desarrollo del
razonamiento. Ademas de hacer uso de un lenguaje sencillo, se reclama el uso de un formalismo conceptual, verbal y simbélico y lamenta
no presentar los conceptos con un “formalismo y pulcritud” por razones pedagégicas.

Orientaciones metodoldgicas:
En opinion de autor en el libros de texto se integra dos programas curriculares, uno tradicional y otro innovado, y deja al docente en libertad
de escoger los contenidos que corresponde a cualquiera de los programas, claro esta por razones del tiempo que es insuficiente.

Elementos histéricos:
No se encontraron elementos histéricos de ningun tipo.

Problemas y ejercicios representativos:
Los ejercicios y problemas propuestos buscan revisar las nociones matematicas mas importantes, y procuran no descuidar “los asuntos
tedricos y los operativos” con objetivos formativos y operacionales (Presentacion).
La proposicion de ejercicios son de la siguiente naturaleza:
- Convertir cada fraccion en otro con denominador positivo, (dado fracciones con denominador negativo)
- De conversion de representacién numérica a representacion en la recta numérica.
- Ejercicios de decision sobre la validez de proposiciones, por ejemplo, “Todo nimero racional es entero”, “Existen enteros que
no son racionales” etc., estos ejercicios son denominados como de “Razonamiento”
- Reconocimiento de fracciones de menores y mayores que la unidad.

Errores de concepcién:
Inicia la presentacion del texto diciendo “... desarrollo de manera integrada segiin el llamado programa tradicional y el nuevo Disefio
Curricular Bdsico”. Pensamos que esta afirmacion revela una pobre concepcion sobre el tratamiento curricular. Una propuesta curricular

detras de si tiene toda una concepcién teérica que muchas veces son irreconciliables con otras.
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Tabla 4.22

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matematica 1° Grado, (Codigo: L.T.2003-D)

Significados y conceptos

llustraciones representativas Andlisis representacional

De la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros, se
introduce los nimeros racionales.

El significado parte-todo es el que sirve para introducir el
“Significado de una fraccién”, tal como se muestra en la figura
adjunta. Ademas la vifieta introductoria hace referencia al contexto de
cociente partitivo “Norka quiere repartir una pizza entre 4 personas,
qué porcion le corresponde a cada una?”.

La definicion de nimero racional se introduce a través de un ejemplo
de fracciones equivalentes y su representante canonico, asi se define
de esta manera: “Llamamos niimero racional a cada conjunto de

jsu
representante canonico”. _ - )
7.3. REPRESENTACION DE FRACCIONES ENTA RECTA NUMERICA |

[fracciones equivalentes, siendo la fraccion irreducible ( a

b

Observando en la recta numérica la idn de las i
qere 0 1 ; 2
2 1 1] 1 2 i 4
2 E 2 2 2 2 2
3 1 Q 3
1443413484
4 3 .21 0 1 2 3 4 3 1
I S S SR S S S S S S| { 4 %

Norka quiero repartir una Tendrds que dividir la pizza entre 4 y se representa’ Tipos:
pizza entre 4 personat.; qué 1+ 4.En N no se puede hacer el cdlenlo tampoco en Z.| i Hli Ari i
porcidn le corresponde a eniaces necesilamos w m:n; :HNJ:N‘;O numé:r:‘ Sl_mbOIlca Vel’bal, numerica, algebralca.
cada una? donde podamos hacer ese cdleulo v ese es el de los Visuales:
nimeros racionales (. Pictorica
Mapa conceptual, en la primera pagina de la unidad,
\Vifieta.

Recta numérica.

Transformaciones:

Manipulacién de signos en una fraccién.
Regla del “aspa”.

Simplificacion de fracciones.

De fraccién impropia a nimero mixto.

Conversiones:

Recta numérica —simbolica numérica (viceversa)
Pictérica — simbélica numérica

Simbdlica algebraica — Simbdlica numérica.

7.2.1 SIGNIFICADO DE UNA FRACCION

Un chocolate estd dividido en 4 partes iguales.
Cada parte es un cuarto del chocolate.
En el grifico estin 3 de las 4 partes.

3
3 del chocolate estén en el grifico
No estd 1 de las 4 partes .

Numerador: —3

No estd 3 del chocolate ﬁ:w::mﬁr PANes S o penominador:
3 wmiimero de partes iguales
Los niimeros Ty g llaman FRACCIONES. S8 e e ede ¢f chom:

Andlisis fenomenolégico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

Mas alla de la vifieta que hace alusion a una situacion cotidiana, en el
resto de la unidad s6lo se encontr6 algunas menciones a objetos como
chocolates, galletas, suma de dinero, pero estos no estan
contextualizados en situaciones problematicas que modelen
fendmenos sociales o fisicos.

Por ejemplo, los problemas que resuelve el autor estan
completamente descontextualizados de la vida cotidiana o de los
significados del nimero racional.

Problema 2
Hallor una fraccién cuya suma de los términos es 20 y cuondo se le suma 3 unidades ol
numerador v 2 ol denominador se obtiene una  fraccién equivalente a los 2/3. Dar

come respuesta el producto de los téminos.
Resolucidn:

Sea la fraccidn: : y ademds: a +b=20 - (@)
a+d _

Del enunciada: =
enunciado: baa

2

a+d 2
20-2+2 3
Ha+ 3 =222 -0
Ja+9=44-1a
la+2a=44-9

Sa=35
b=20-T=l3

a.b=Tx13=9]

Reemplazando (a) en (b): -

Por producto cruzado:

En {a
Nos piden

Obijetivos e intenciones:

Competencias

“Establece la representacion de los racionales en forma simbolica, viendo para ello una variedad de técnicas.

\Mediante su creatividad podra establecer modelos para casos que se le presenten, utilizando: tablas, grdficos y reglas verbales, para luego interpretar sus datos.’

>

Orientaciones metodoldgicas:

Los procedimientos:

Reconoce y simboliza a los nimeros fraccionarios y sus propiedades.

Interpreta, construye y soluciona fracciones.

Interpreta el concepto de equidad y de proporcionalidad.

En el prologo, el autor, sugiere resolver problemas haciendo énfasis en lo analitico y no en lo apetitivo. Ademas, aboga por que el propésito del estudio de la
matematica es el desarrollo de “habilidades y capacidades que favorezcan la comunicacién, el razonamiento y la solucién de problemas.

Problemas y ejercicios representativos:

Un problema resuelto de los llamado “tipo”, muestra que el objetivo es adiestrar al estudiante en la resolucion de situaciones probleméticas algebraicas que estan
completamente descontextualizados de la vida real o los significados del nimero racional. (Véase la figura adjunta a la derecha).

Los problemas propuestos son del tipo:

Traduccion de representacion pictdrica continua a simbolica numérica..

De traduccion de simbdlica verbal a simbélica numérica.

Completacion de fracciones equivalentes, simplificacion de fracciones.

Problemas de naturaleza algebraica que utiliza nociones elementales de fracciones.

Conversion de nimero mixto a fraccion impropia y viceversa.

Elementos histéricos: No registra hechos histéricos de ningdn tipo.

Errores de concepcion: No se percibieron.
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Tabla 4.23

Valoracion Cualitativa del Significado y Conceptos del Numero Racional: Libro de Texto de Matemdtica 1° Grado, (Codigo.: L.T.2005)

Significados y conceptos

llustraciones representativas

Andlisis representacional

“.... ocurre con los niimeros enteros; estos no llegan a expresar
totalmente distintas situaciones de la vida cotidiana, como por
ejemplo, cuando hablamos que hemos comprado medio kilogramo
de aziicar, ...” Pag. 70

“Para solucionar situaciones como ésta y representar las
anteriores, los matematicos tuvieron necesidad de ampliar el
conjunto de los numeros enteros, considerando la existencia de
otros numeros que se llaman numeros racionales, que son aquello
numeros que provienen de la division de dos niimeros enteros y son

a
de la forma E conb#0.” Pag. 70

Conceptua los nimeros racionales como par ordenado de nimeros
enteros asi: 0={ab)lacZrbeZ-{0}}

Como se observa en la ilustracion el significado que se utiliza para
estudiar la fraccion es el de parte-todo.

o Fracciones

El todo f

La parte coloreada de la unidad

Aurelio divide un circulo en cuatro partes iguales.

Cada pedazo‘ es un cuarto del circulo: %

consta de cuatro cuartos: 4 _ 4
4

e consta de ?i

1.1 PARTES DE UN TODO: LAS FRACCIONES

<— numerador | nymerador indica las partes que se

4 " raya fraccion o man de la unidad. EL denominador
“F = denominador jndica al nimero de partes iguales en
que se divide la unidad.

El todo que dividimos o fraccionamos en partes iguales

Fraccidn

Tipos:

En el texto se encontrd el uso de las
siguientes representaciones:

Verbal ‘cinco octavos’.

Simbdlica ¥, 0,6.

Pictorica.

Transformaciones:

De ampliacion y simplificacion para obtener
fracciones equivalentes.

Encontrar la fraccion irreducible.

Completar el numerador para formar una
fraccion equivalente a una dada.

Conversion de fracciones impropias a mixtas
y viceversa.

Conversiones:

Gréfico pictérico. — Simbdlico numérico
Simbélico numérico — Grafico pictérico
Simbdlico numérico — Verbal

Verbal — Simbélico numérico
Simbélico numérico — Verbal.

constituye la unidad.

Anadlisis fenomenologico

Aspectos metodologicos

Aplicaciones a la vida cotidiana:

El autor usa situaciones de la vida cotidiana para introducir la
necesidad de las fracciones, ejemplifica casos como:

‘Comprar medio kilogramo de aziicar’. Pég. 70.

‘Son las ocho y cuarto de la mariana’,

‘Estamos a la altura del kilometro 55 y medio de la carretera norte’
Pég. 73.

Objetivos e intenciones: No se enuncia.

Orientaciones metodolégicas:
Dentro de los ‘Aprendizajes esperados’ el autor propone que los estudiantes deben ubicar ndmeros racionales en la recta numérica. Intencién metodoldgica que
no se concretiza. Pag. 70.

Problemas y ejercicios representativos:

Elementos histéricos: En la pagina 103 se presenta una seccién
titulada “Historia de la Matematica, Numeros Racionales”. Aqui se
refiere al significado de la fraccién como cociente. Que la notacién
Q de los nimeros racionales tiene su origen en la palabra ‘quotient’.
Otro hecho histdrico mencionado es el trabajo de Fangois Viete
(1540-1603) con las fracciones decimales y el aporte de Jhon
Napier (1550-1617) que en 1616 postula la representacion
decimal y usa el punto decimal como signo de separacion
decimal.

Del tipo:

1) Representa en fracciones cada una de las partes pintadas e)

2) Colocar en un rectangulo de 4 cm x 3 cm, para cada caso, la parte correspondiente a cada fraccion: g7
12

La mayoria de los ejercicios son de naturaleza operacional que son enunciados con los verbos: Efectiia, reduce a comiin denominador, calcula, hallar, expresar
el nimero decimal como fraccion, simplificar, escribe el numero que falta, calcula en tu cuaderno, calcula mentalmente, etc.,
Algunos ejercicios de conversion:
Escriba simbolicamente, en forma de fraccion: c¢) Siete novenos:
[Escriba en palabras las siguientes fracciones: b) 12.
5
La actividad 25 (Pag. 74) se caracteriza esencialmente por ser de calculo inmediato. Asi para el significado de operador se propone ejercicios como estos:
Calcula a) 4/5 de 225 m., o este, 3/5 de 60 cuadernos, ;Cudntos cuadernos son?.

Errores de concepcion de tipo metodoldgico: no se concretiza el ‘Aprendizaje esperado’ ubicar nimeros racionales en la recta numérica. Este cometido no se
trabaja, pues solo cuando se enuncia la propiedad de densidad se presenta el grafico de dos rectas numéricas para ubicar 3/2 y 5/4. Aparte de este ejemplo en toda

la unidad no se utiliza la representacion en la recta numérica.
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Discusion de resultados preliminares

En esta revision y analisis detallado de los libros de texto, que se emplean en la
educacion secundaria, se evalta los modelos de introduccién del concepto de nimero
racional, lo que ha implicado analizar los significados que se utilizan. En particular,
se identifica los significados prevalentes, y se determina que el significado de
cociente indicado sirve para introducir el namero racional como consecuencia de la
insuficiencia del nimero entero y la enfatizacion; especialmente, en el ultimo
periodo C del significado parte-todo, el que se utiliza para explicar la nocion de

fraccion como principal representante del nimero racional.

Se ha constatado que el significado parte-todo es una constante en los tres
periodos, con més énfasis en el ultimo, confirmandose la conclusion a la que arriba el
estudio de Escolano (2004) quien sostiene que la relacion parte-todo no es generada
por las necesidades humanas en el sentido que apunta Bishop (1999), sino mas bien,
el significado parte-todo tiene su origen en situaciones de la préctica educativa, es
una especie de recurso didactico, como un género de transposicion diddctica interna
del sistema didactico, Chevallard (1991)

En concordancia a Escolano (2004), el significado parte-todo en los libros de
texto, tienen su presencia explicita a partir de la primera mitad del siglo XX, tal
como se constata en el L.T. 1963. Asimismo, coincidimos con la afirmacion de este
investigador que la introduccion del significado parte-todo en el sistema didactico
permite abreviar los periodos de instruccion y asegurar el éxito en la evaluacion de
los aprendizajes y posibilita también la evaluacion de situaciones didacticas mas
complejas que involucran significados como la medida, tal como se puede constatar
en los libros de texto, este fendmeno obedece a la necesidad de tratamiento rapido y

breve de la introduccion del concepto de numero racional.

En el dltimo periodo, es evidente la priorizacion del significado parte-todo
continuo y la periferizacion de los demas significados constituyéndose en
significados subsidiarios al significado parte-todo. Si bien se encontr6 situaciones

didacticas que revelan la presencia de los significados de medida, razon, operador y
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hasta cociente partitivo, estos hacen su presencia con ejemplificaciones que ayudan

al contexto parte-todo en la conceptualizacion de fraccion o numero racional.

Asi por ejemplo, en la bateria de ejercicios se encontro situaciones problematicas
que necesitan para su solucién la utilizacion de la fraccion como operador, razén o
cociente partitivo. Lo relevante de las observaciones es que el significado de medida
se ha convertido en un apéndice decorativo, como se puede constatar en los libros de

texto del segundo y tercer periodo. Estas apreciaciones se ilustran en la figura 4.5.

Significado
de
Cociente

Significado

Significado
de
Parte - Todo
Continuc

Significado
de
Operador

Significado
de

Figura 4.5 Significados periféricos en torno al significado parte-todo
4.4.3 Actividades Cognitivas Asociadas a la Representacion de los Significados
4.4.3.1 Durante el periodo de la ensefianza tradicional

Los sistemas de representaciones utilizados en la construccion del concepto de
namero racional, los libros de texto utilizan las representaciones simbdlicas
numérica, verbal y algebraica que en el libro L. T. 1963-A se denomina “literal”. La
representacion verbal se emplea esencialmente para hacer lecturas de fracciones

representadas en forma simbdlica.
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Aunque es relativamente escaso el uso de las representaciones pictéricas como la
particibn de ‘naranjas’, éstas son utilizadas para explicar el proceso de
fraccionamiento de la unidad en partes congruentes, aplicando el significado parte-
todo. Se ha encontrado en este periodo el uso del término ‘alicuota’ para explicar la

mitad de una unidad continua.

Ademas, de la representacion gréfica en la recta numérica de los nameros
fraccionarios tanto positivos como negativos, los autores usan una representacion
analoga, los segmentos de recta para explicar la ubicacion de fracciones entre 0 y 1.
L.T. 1963-B.

A. Transformaciones en un Sistema de Representacion

Es relevante el fendmeno de las transformaciones simbolicas, por cuanto es el de

mayor incidencia y de especial énfasis en las transformaciones siguientes:

- De fracciones impropias a nimeros mixtos.

- Simplificacion de fracciones para encontrar el representante candénico o su
mas simple expresion.

- Reduccion de fracciones heterogéneas a minimo comun denominador.

- Generacién de fracciones equivalentes por multiplicacién de sus elementos

por un ndmero entero.

El L.T. 1963-B dedica un capitulo a las transformaciones de fracciones, y

considera las siguientes:

- Reduccion de quebrados impropios a enteros 0 mixtos.
- Reducir un mixto a quebrado.

- Reducir un entero a quebrado de denominador dado.

- Reducir una fraccion a su mas simple expresion.

- Reduccion de fracciones a denominador comun.
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El objetivo de este tipo de transformaciones es basicamente para adiestrar al
estudiante en la manipulacion simbdlica de las fracciones, y posibilitar la realizacion

de operaciones como la adicion, multiplicacion de fracciones.

B. Las conversiones entre sistemas de representaciéon no son obvias, Duval
(1995) sefiala que éstas son las mas importantes para promover comprension de un
objeto matematico. En este periodo, los autores desarrollan conversiones de tres tipos
basicamente; de verbal a simbdlica numérica, de la recta numérica a simbodlica
numérica y las conversiones de pictérica a numérica simbolica y viceversa. Es
evidente que el centro de estas conversiones son las representaciones simbdlicas y

numéricas, como se muestra en la figura 4.6.

UNh UBIDAD e s
e é% ﬁ&%
ummm.r:\: V;

Yo Y% Ve Yo Y Ve
%

Figura 4.6 Centralismo del registro simbélico numérico fraccional

Es una tendencia general la priorizacion de las representaciones simbdlica
numérica inicialmente y luego la algebraica, y en torno a éstas se consideran las

demas como auxiliares para la transmision de significados.
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Tabla 4.24

Transformaciones y conversiones de los registros de representacion y el significado

de fraccion
Tipos de gréfico Significado Transformaciones Conversiones
/nocidén
(e i) Se enfatiza el | De la unidad (1) como | De grafica
UN METRO DE CAVTA significado la reunién de dos | pictérica a
parte-todo. mitades (1/2). simbdlica
UNA MITAD UNA MITAD numérica
L.T.1963-A
i i e 4 e e e 1o |EL— gréfico| Al interior  de la|Muestra  una
dieho mimero. _ utiliza el | representacion conversion  de
i o s e i e e o o dote i | S1QNITIC2CO simbélica y gréfica se | representacion
de partes, 5 x 2 — 10, cada parte serd la mitad de la anterior, y parte_todo_ Se efectaa simbé“ca a
oo @ Aot sttt | trata de dividir | transformaciones, - que | gréfica pictdrica
miad, de 1 st AT I } |una cinta en | muestran y la
y ; ' ¢ | cinco partes, de | multiplicacion del
sxa2 5 AL LI LI 155 cuales se|denominador por un
“ - considerados. |ndmero e ilustrar la
L.T.1963-A

divisién de la fraccion

4.4.3.2 Durante el periodo de la Matematica Moderna

Los tipos de representaciones que se utilizan en los libros de texto

pertenecientes a este periodo son los convencionales: simbolico numérico fraccional,

simbolico algebraico, conjuntista y verbal. En este periodo se hace especial énfasis

en las representaciones simbolicas, en tanto que las graficas son muy escasas, en las

pocas representaciones pictdricas que aparece se transmite el significado parte-todo.

La predileccion por los registros simbdlicos obedece a la necesidad que tienen de

presentar de modo formal las definiciones y conceptos, como es el conjunto de los

nameros racionales. Conceptos tales como clase; clase de equivalencia; propiedades

reflexiva, simétrica y transitiva; par ordenado y cociente indicado de enteros,

requieren de un lenguaje matematico mas formalizado, esta fue la tendencia en este

periodo de estudio.

Especial mencidn amerita el lenguaje conjuntista que se maneja en los libros de

texto relacionados a la perspectiva de la matematica moderna, asi el L. T. 1995

utiliza este registro 9= {o- uou "} con la intencién de explicar la composicién del
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conjunto de los nimeros racionales, muy similar al del L. T. 1982 o=¢- u{oluo*. En

la mayoria de estas explicaciones se acompafia de un Diagrama de Venn.

Las transformaciones en la representacion se suscitan principalmente al interior
del registro simbdlico, siendo muy escaso entre los graficos. Las transformaciones de
tipo simbolico explican la equivalencia representacional del par ordenado (1, 2) con

1 como representantes del nimero racional “un medio”. Otras transformaciones son:
2

la simplificacion, ampliacion de fracciones, conversion de fraccién impropia en
numero mixto, manipulacion de los signos (+ y - ) del numerador y denominador,
aplicacion de la regla “producto en cruz” para establecer la equivalencia de
fracciones y la relacion de orden, efectuar el cociente indicado, construccion de una
clase de equivalencia etiquetado por su representante candnico, como se puede
observar el L. T. 1994. Dentro del registro simbdlico algebraico, se resuelven
ecuaciones que revelen la necesidad de extender el conjunto de los nimeros enteros
y justificar la creacion del conjunto de las fracciones. Las representaciones
algebraicas se utilizan esencialmente para expresar proposiciones generales, tales

como, “Se llama fraccion a todo par ordenado (a, b) de nimeros enteros, escrito en la

forma % y en el cual es b=+0.” L. T. 1990.

Las conversiones, como un proceso cognitivo, son una actividad muy utilizada
en el desarrollo del concepto de nimero racional. Las conversiones mas frecuentes
que se utilizan son las de simbdlica numérica fraccional a pictérica continua y
viceversa. De simbolica numérica fraccional a verbal, como lectura de la fraccion. Es
notable, en este periodo, la conversion bidirecional entre el registro simbolico
numérico y grafico en la recta numérica, para eso primero se establece un punto de
referencia r donde se ubica el cero (0), segmentos congruentes, subdivision de
segmentos congruentes y ubicacién de las fracciones hasta establecer clases de
equivalencia. Otras conversiones son las establecidas entre el registro simbolica
numérica fraccional y diagrama de Venn, simbolica algebraica a simbdélica numérica,
grafico pictérico a tabular, del diagrama conjuntista a la forma extensiva del

conjunto como la mostrada en el (L. T. 1976-B).
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4.4.3.3 Durante el periodo de introduccién del constructivismo

Al igual que en el periodo anterior las representaciones mas usuales son la

simbdlica numérica, algebraica y verbal. Ademas en este periodo se presta especial

énfasis al registro conjuntista del tipo Q:{Zlan,beZ,b;tO}, en el que se

expone la naturaleza del conjunto de los numeros racionales, ademas se explica que

sus elementos son nUmeros enteros, con b=0.

Las transformaciones realizadas al interior de los registros simbolicos son: las
realizadas para generar fracciones equivalentes por simplificacion y ampliacion,
transformacion de fracciones impropias en nameros mixtos, regla de la
‘multiplicacion en cruz’, realizacion del cociente indicado, transformaciones de
representacion fraccional a porcentual, construccion de clases de equivalencia,
aplicacion de la fraccibn como operador, manipulacion de los signos (+ vy -) del
numerador y denominador. Son algunas de las transformaciones que se encontraron,

tal como se puede constatar en las tablas adjuntas.

También, se han encontrado transformaciones al interior de las representaciones
pictoricas, como en el L. T. 1997, utilizadas para ilustrar fracciones equivalencias y
su correspondiente grafico de la simplificacion y ampliacion de fracciones a traves
de particiones reiteradas del pictograma. Los pictogramas también sirven para

realizar comparaciones y establecer el orden de fracciones.

El proceso de conversion de una representacion a otra es una actividad poco
trabajada porque se cree que es suficiente el registro simbolico y se prioriza en él las
transformaciones, como se ha descrito en el péarrafo anterior. Se ha encontrado
situaciones muy escasas de conversion utilizadas como recursos didacticos en los
libros de texto. Al igual que en el periodo anterior las conversiones convencionales

son las siguientes:

- De simbolica numérica fraccional a pictorica y viceversa; esta conversion es
la mas utilizada. El pictograma, en la mayoria de las veces, transmite el

significado parte-todo del numero racional y lo etiqueta con un registro

182



fraccional. En la pagina 74 del L.T. 1997, se exhibe la conversion de
simbdlica fraccional en pictdrica con la finalidad de establecer la relacion de
orden de dos nimeros racionales.

- Conversiones reciprocas de simbolica numérica fraccional a gréafica en la
recta numérica. En el L.T. 2003-B se aprecia a través de interrogantes “Es
posible sefialar el siguiente y el anterior de un nimero racional?, un mismo
punto en la recta numérica ¢puede ser representado por varias fracciones
equivalentes?, ¢Forman estas fracciones equivalentes una clase de
equivalencia o lo que es lo mismo: un numero racional?” (p. 87) y
representaciones gréficas en la recta numérica y registros simbolicos
fraccionales se pretende introducir la nocion de densidad del conjunto de los
nameros enteros, clase de equivalencia como nimero racional.

- De simbodlica algebraica en simbolica numérica y viceversa: las expresiones
algebraicas son manipuladas esencialmente para explicar proposiciones
generales a traves de ejemplificaciones de fracciones numérica.

- De verbal a simbdlica numérica y viceversa.
4.4 4 llustraciones en la Construccion del Numero Racional

En este numeral se analiza el uso de las graficas en el discurso matematico de los
libros de texto. Del andlisis se desprende un marco de referencia que permite

entender el uso de las gréaficas.

Un problema es el reconocimiento que en los niveles de educacion secundaria y
superior se privilegia las representaciones simbolicas tanto numéricas como
algebraicas. Esto contradice resultados tedricos en el sentido (Duval, 1995) que la
comprension del conocimiento matematico tiene como requisito la coordinacion de

al menos dos tipos de representaciones externas (graficas y simbolicas).

El discurso matematico de los libros de texto trasmite la idea que el conocimiento
matematico es acabado y su tratamiento didactico como un acto repetitivo. Este
enfoque limita los procesos comunicativos que se basan esencialmente en las

representaciones simbdlicas.
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La situacion descrita, implica entender como se utilizan los graficos en el
discurso matematico, es decir, conocer su papel didactico en la comunicacién de

significados.

En el andlisis preliminar de los libros de texto, se logra categorizar los usos de las
ilustraciones con relacion a los significados en la explicacion del concepto del

namero racional.
La cuestion que orienta el analisis es:

¢Cuéles son los tipos de graficos y sus usos? Para proponer respuestas, conviene
establecer criterios, identificar los tipos de graficos y describir el propdsito de su uso.
Estos dos aspectos daran cuenta de la naturaleza del uso de los graficos en los libros

de texto.
4.4.4.1 ldentificacion de los tipos de gréaficos

La seleccion de las ilustraciones representativas que transmiten significados del
namero racional, revela que los tipos de representacion graficos que estan presentes

en los libros de texto son:

- Representacion pictorica

- Representacion grafica en la recta numérica.

- Segmento de recta

- Representacion en el sistema de ejes coordenados
- Diagramas conjuntistas

- Diagrama sagital

- Organizadores visuales.

- Tablas.

- Vifletas

- Figuras geométricas

Las representaciones pictdricas que se encuentran en la mayoria de textos, son

los objetos continuos y discretos que transmiten esencialmente el significado parte-
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todo. Sélo en dos textos se observo el uso de pictogramas continuos, para ilustrar el
significado de cociente, L.T. 2000-Ay L.T. 1997.

En los L.T. 2000-A y L.T. 1997, ambos de autores colectivos, se encontro el uso
de representaciones pictdricas continuas para explicar el significado de cociente

como parte de la necesidad de repartir dos objetos continuos (pizzas) entre dos nifios.

Usualmente, estas representaciones pictéricas estdn acompafiadas de su
interpretacion simbolica numérica respectiva. Las conversiones entre estos registros
de representacion son bi-direccionales. Un tercer elemento presente en estas
ilustraciones son las representaciones verbales que explican el significado de la
fraccion. Un ejemplo de este tipo de tratamiento representacional es la ilustracion del
L.T. 2005. Sin embargo, también se encontré casos en que el autor se limita a
presentar el pictograma y la fraccion que le corresponde sin mayores explicaciones
sobre su lectura, como una fraccion que corresponde al significado parte-todo, L.T.
1974.

Es més frecuente el uso de representaciones de objetos continuos que discretos,
asi, de los veinte libros de texto revisados, solo dos usan como recurso comunicativo
los pictogramas de objetos discretos. EI L.T. 2003-D lo usa para ilustrar la
comparacion de fracciones con denominador comun, inmerso en el significado parte-
todo. Sélo el L.T. 1976-A utiliza representaciones pictoricas discretas para explicar
el significado de razdn; en él se realiza comparaciones entre el nimero de nifios y el
ndmero de nifias que pertenecen a una clase de estudio. Lo interesante del
tratamiento es la transformacion que se realiza al interior de las representaciones
graficas y simbolicas. En esta ilustracién se percibe los proceso de tratamiento y

conversion simultaneamente.

De la descripcion anterior se puede concluir que en los libros de texto se usan
con mas facilidad y frecuencia pictogramas de objetos continuos, para transmitir el
significado parte-todo; en tanto, es poco frecuente el uso de la representacion

discreta, que puede servir para ilustrar el significado parte-todo o razén. Ademas,
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estos pictogramas son traducidos a su representacion simbdlica numérica y

representacion verbal.

La mayoria de libros de texto utilizan las representaciones graficas en la recta
numeérica para relacionar un punto de la recta con una fraccién, pero no explican que
a cada punto corresponde un numero racional. El uso que se hace de este recurso
visual se limita a la ubicacion de un conjunto de fracciones, positivas y negativas en
la recta numérica (L.T. 1993). También es utilizado para visualizar la posibilidad de
representar nimeros entre cero y uno, como lo explicita el L.T. 1976-A. En el marco
del enfoque de la matemética moderna el L.T. 1975 explica que entre el conjunto de
los niumeros racionales y la recta L puede establecerse una funcién y explica que a

cada namero racional le corresponde un punto y, solo uno, en la recta.

Es evidente que la recta numérica sirve para representar numeros racionales y
que dentro de ella esta el significado parte-todo continuo. Una limitante en el uso de
esta representacion es su no-aprovechamiento para el estudio de otras nociones
matematicas, como orden, equivalencia y densidad del numero racional. Al igual que
el caso anterior, estos gréaficos siempre estdn acompafiados de los simbolos

numéricos que representan fracciones.

Una gréfica analoga a la anterior son los segmentos de recta que en algunos
libros como L.T. 2000-A, L.T. 1963-A y L-T. 1963-B son utilizados para transmitir
el significado parte-todo, (los dos Gltimos) como resultado de dividir el segmento en
partes congruentes y asignar a cada parte del segmento una fraccion. Un caso muy
particular es el L.T. 2000-A, que utiliza los segmentos para explicar el significado de
medida del ndmero racional. Dado un segmento de medida « se pide indicar la
medida de otro segmento «, accion que se realiza subdividiendo a y relacionandolo

con la medida de u.

A pesar que la representacion de los nimeros racionales en un sistema de ejes
coordenados tiene multiples ventajas, éste no es utilizado por los autores de libros
de texto. Esta representacion es Util para estudiar la relacion de orden, equivalencia 'y

numerabilidad de los nimeros racionales, como lo recomienda (Rojo, 1986) y el
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Fasciculo Autointructivo 5.2 del MED 2001. Asimismo, el libro de texto del nivel
primario “Aprendamos Matemaética” de Sexto Grado, postula representar la fraccion
como par ordenado en un sistema de ejes coordenados como se ilustra en la figura
4.7. Sin embargo, las observaciones revelan que de veinte libros sélo uno, el L.T.
2003-B utiliza esta representacion para introducir la nocion de fracciones

equivalentes.

Reconocemos fracciones v

& =" Las fracciones pueden representarse tambign
1 con pares ordenados.,

¢Cudl es el par ordenado

que representa al punto A? e e SR S S
* A gste par le corresponde |50 0 I A O )
a | S N W N -
la !rac:ibn% 7 EEEEEEFEEE]
& 1|
Al 3 Te—a A 38 8 [ T Y =
£ . Bl EEE
per ardenado frmocitn . s e S .
1 T I S G O ) |
B[3;4) «—> — o f WA
7 ) O

C; § ) es—mig 0
1 23 45 8 7 88 10

[
* Ubica el punto D (9; 4] y escribe |a fraccion

Las tablas que consideramos como un caso especial de representacion grafica,
son utilizadas en los libros de texto con una orientacion de matematica moderna. El
L.T. 1982 utiliza tablas para explicar la generacion de clases de equivalencia, como
resultado de multiplicar un par ordenado por un ndmero entero, (menos cero); en
tanto, el L.T. 1976-B utiliza una tabla para organizar la interpretacion parte-todo,
traducciones de pictorica parte-todo continuo a simbdlica como par ordenado y

fraccion.

Los graficos conjuntistas son utilizados para puntualizar la inclusion de
conjuntos numéricos (N < Z < Q) (L.T. 1975y L.T. 2003-B); o en su defecto, para
indicar que el conjunto de los numeros racionales esta conformado por los racionales
positivos, cero y negativos (L.T. 1990). Estas representaciones estan presentes tanto
en libros antiguos como en textos actuales. En la década de los setenta, del siglo

pasado, tuvo una fuerte presencia la matematica moderna, asi por ejemplo, se
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encontré que en los L.T. 1975y L.T. 1976-B el diagrama conjuntista representa los

nameros racionales como un conjunto de clases de equivalencia.

Correlativamente a los anteriores se encontrd un caso de representacion sagital
para el estudio del significado de operador del namero racional (L.T. 2000-A) . En el
cual, dado un conjunto de partida de numeros maultiplos del denominador del
operador se asigna otro numero que pertenece al conjunto de llegada. Este tipo de
diagramas es adecuado para explicar las transformaciones que puede ocasionar el
operador; ademas, el diagrama sugiere, desde ya, la nocion de funcion que estd

ligado al significado de operador.

Eventualmente, se encuentra algunas figuras geométricas como la mostrada en
L.T. 2000-A que representa rectangulos y sus diagonales con el objeto de explicar
razones iguales, si bien estas visualizaciones son esporadicas, demuestran su utilidad
y oportunidad para relacionar el significado de razén de los numéricos racionales con

la geometria.

El uso de algunos organizadores visuales como los mostrados en el L.T. 1963-
B, L.T. 2003-B y L.T. 2003-A. En el primero, se usa un cuadro sindptico, que
explicita la inclusion de los numeros enteros y “numeros fraccionarios” en el
conjunto de los nimeros racionales. Los dos Gltimos exhiben lo que se denomina
mapa conceptual (L.T.2003-D) o “gréfico relacional” del L.T. 2003-B. Estos
pretenden presentar una vision global de la unidad de estudio y establecer relaciones

entre las nociones y conceptos que se desarrollan.

Otro recurso representacional usado en los libros de texto, aunque poco
frecuente, son las vifietas. Estos se encontraron en los L.T. 1976-A, L.T. 2003-B,
L.T. 2003-D y L.T. 2005. De todos estos, el mas relevante es el de L.T. 1976 que a
través de una vifieta conjunciona la nocién de clase de equivalencia y el significado
parte-todo, a través de las representaciones pictoricas, verbal, simbdlica y recta
numérica. En el texto L.T. 2003-B se usa la vifieta para ilustrar el significado de
cociente y la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros, como

consecuencia de la imposibilidad de dividir uno entre cuatro.
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Tabla 4.25

Muestra de Representaciones Grdaficas que llustran los Significados

Tipos de - - - .
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8. Serle de razones ignales Significado de razon, que se utiliza

Hallamos las razones entre los lados pondi de los sigui . .

Figuras fngulos: T para estudiar la semejanza de

geométricas v i ) triangulos.
=

== i L.T. 2000-A

Conclusion preliminares

En términos generales, se percibe que las ilustraciones se usan esencialmente
para presentar la nocion de fraccion, principalmente en su significado parte-todo. Sin
embargo, estdn presentes otros tipos de ilustraciones pictoricas, como la recta
numérica, segmento de recta y esporadicamente los diagramas conjuntistas, sagitales,
sistema de ejes coordenados, figuras geométricas, tablas y vifietas; todos ellos
ligados a otros significados como operador, razon, medida y cociente. Estos

significados no son enfatizados como ocurre con el significado parte-todo.

Como lo explica Duval (1995), en el sistema didactico las actividades cognitivas
de formacion y tratamiento son utilizadas con mayor frecuencia y experiencia, en
tanto, se descuida la conversion. Este hecho es confirmado en las observaciones de
las ilustraciones representativas de los libros de texto. Las conversiones mas usuales
qgue hemos podido encontrar son los de grafica a simbdlica, numérica o viceversa,

mas no conversiones de otra naturaleza.

El estado de la cuestion permite afirmar que el uso de los graficos, en los libros
de texto sirven para transmitir informacion sobre el significado de parte-todo y

esporadicamente otros significados como se muestra en la figura siguiente.
4.4.5 La fenomenologia del Estudio de los Numeros Racionales
4.4.5.1 Presencia de elementos historicos en el estudio de los significados

Cuando las nociones matematicas quedan divorciadas de sus origenes o su
geénesis historica, estos se presentan a los estudiantes en los libros de texto de forma
cerrada; es decir, se oculta que el nimero racional surgié después de un largo
proceso de gestacion, en la que diversas culturas de la humanidad han contribuido en

su desarrollo. Culturas como la mesopotamica, egipcia, griega, arabe se enfrentaron a
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diversos problemas, practicos o tedricos cuya solucion generaron diversos conceptos

que hoy utilizamos y las comprendemos.

Al presentar el concepto de numeros racionales como una estructura algebraica,
un campo, o el conjunto de clases de equivalencia de forma cerrada y acabada se
oculta al estudiante el verdadero proceso de creacion historica y cientifica del
concepto. Se esconde que el significado de medida del namero racional es la fuente
de su origen, manifestado ya en la antigiiedad y que los griegos concebian la razén

como la comparacion de un par de nimeros enteros.

Eminentes matematicos educadores como Felix Klein o Puig Adam, consideran
que la revision histérica de los conceptos matematicos mejora la calidad de la
educacion matemdtica. La busqueda de las raices histéricas de un concepto
matematico, no solo contribuye a su comprension sino también a sus explicaciones, a
su fenomenologia que es olvidada, tal como se ha podido constatar en el analisis de
los libros de texto (Citado por Alcina, 2000).

El estilo cerrado y acabado de presentacion de los ndmeros racionales en los
libros de texto, especialmente del periodo B, reflejan el divorcio de su génesis
histérica y escamotean el proceso historico. Esto explica la marginalidad de los
significados de medida o razon en los libros de texto al momento de construir el
concepto de numero racional. Esta presentacion pulida y deductiva de la nocion
matematica no ayuda a la comprensién, sino mas bien, induce al estudiante a
renunciar el entendimiento y optan por la memorizacion a fuerza de repeticion, en la
resolucion de una cantidad considerable de ejercicios repetitivos, que se asigna al
final de cada seccion de estudio, como se constatd en la revision de los libros de

texto.

La secuencia de exposicion de los conceptos y actividades, en el libros de texto,
la definicion del teorema, a veces, la prueba o explicacion a través de ejemplos y
proposicion de ejercicios, refleja el olvido de la génesis histérica de las nociones
matematicas e induce al estudiante a tener una vision artificial y estereotipada de la

matematica. La presentacion acabada del conocimiento matematico impide revisar y
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reeditar la superacion de los obstaculos que el conocimiento matematico sopesé a

través de su historia.

Los sintomas arriba sefialados se ven reflejados en los libros de texto en la
observacion y andlisis de la presentacion de los nimeros racionales, evidenciando un
olvido casi total de los elementos histdricos. Asi por ejemplo, de los veinte libros de
texto, catorce no los registran, dos se limitan a presentar datos biograficos de
matematicos célebres sin relacidén alguna con las fracciones; en tanto que, cuatro
textos hacen alusion a hechos histéricos relacionados a la fraccion continua,
decimales, division de fracciones, origen etimoldgico de la palabra ‘quotiente’, pero

de manera tangencial, sin ser aprovechado como recurso didactico.

Cuando se reclama el uso didactico de la historia de los nimeros racionales, se
exige que en los textos quede primeramente reflejado lo que Chevallard (1991)
postula, la transposicion didactica del saber histdrico institucionalizado como un
proceso de reconstruccion de la nocion matematica, reeditando cada momento
historico, adaptando y transformandolo para hacer del saber académico una materia

académica mas digerible que se cristalice en un saber aprender y ensefar.
4.4.5.2 Los numeros racionales en la vida cotidiana

Los contextos que se reclaman ser de la vida cotidiana deben ser reales en el
sentido de tratar situaciones que realmente se producen en la vida diaria del escolar.
La cuestion es, si los libros de texto proponen situaciones contextuales efectivamente
realistas. Se debera responder a la cuestion ¢estos contextos son adecuados para que

los alumnos los empleen en las clases de matematica?

Se encontrd en los libros de texto que el empleo de los contextos de la vida
cotidiana se efectla sélo hasta después de haber ensefiado las matematicas formales;
primero, se aprende matematica abstracta y formal sin utilizar el contexto y luego se
aplica estas matematicas a la resolucion de problemas medianamente
contextualizados que en algunos textos se denominan “problemas de aplicacion” al

final de un capitulo o unidad de aprendizaje y que usualmente son encargados al

192



estudiante como una actividad de extension. A este enfoque se le llama de arriba
abajo segiin Van R. (1997 p.13), (citado por Alsina, 2000).

Las deficiencias en la utilizacion de la matematica contextual o su evasion
provocan en el estudiante una visién estereotipada de la matematica que no
contribuye a comprender que las matematicas son Utiles y necesarias para ejercer su

ciudadania.

En el discurso del nimero racional, aparentemente existe una distancia entre lo
que se aprende y los usos de lo aprendido. Esto se evidencia cuando no se logra
hacer patente la potencialidad utilitaria que los nimeros racionales tienen para ser
aplicado en la vida cotidiana. Se observa que una cosa es explicar muy bien la
necesidad de extender el conjunto de los numeros enteros, generando las fracciones
como tema matematico, haciendo énfasis en las relaciones de equivalencia, clase de
equivalencia, etc..., pero otra cosa muy distinta es identificar y analizar los usos
sociales de los numeros racionales en la actividad comercial, actividades de
medicién en los talleres de carpinteria, en la prensa escrita, etc... Esta realidad
cotidiana demanda a los autores de los libros de textos prestar mas atencién al
estudio de las fracciones relacionandolo con la vida real, a fin de desarrollar un
“discurso mas inter disciplinado donde contexto y matematica tengan que
reajustarse” (Alsina, 2000). Esta forma de presentar los contenidos tematicos
requiere trabajar los aspectos de modelizacién de los fendémenos sociales,
psicolégicos y naturales, es decir, de matematizar la realidad cotidiana,

caracteristicas que no se encontraron en los veinte libros de texto analizados.

La evaluacion de la presentacion del concepto de numero racional y el uso de sus
significados , en los libros de texto, nos muestra que, por ejemplo, en el periodo A
las aplicaciones del nimero racional a la vida cotidiana se limitan a presentar
situaciones que envuelven ‘partes alicuotas’ de la naranja que representa la unidad.
En tanto que en el periodo B el abordaje de los nimeros racionales es totalmente
descontextualizado como se constata en los L.T. 1996, L.T. 1992, L.T. 1982, L.T.
1976-Ay L.T. 1976-B. Sin embargo, en algunos casos se apela a situaciones de tipo

“Dividir 5 panes entre 6 personas” (L.T. 1990) que se utilizan para justificar la
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necesidad de ampliar el conjunto de los numeros enteros y generar los numeros
racionales. Cuando tienen la necesidad de explicar la fraccion en su significado
parte-todo, recurren a representaciones pictoricas descontextualizadas, como por

ejemplo, un circulo, una superficie cuadrada, etc.

En el periodo C se encontr6 un leve progreso en el sentido de valorar situaciones
reales cotidianas para el estudio de los nimeros racionales, asi, se encontr6
situaciones del tipo “comprar medio kilogramo de azucar”, “son las ocho y cuarto de
la mafana” (L.T. 2005) o secciones completas como “Las matematicas... de todos los
dias” (L.T. 2003-B) o “matematicas en la practica” (L.T. 1997) que revelan una
mayor conciencia de la importancia de contextualizar los contenidos matematicos

para lograr mayor comprension.
4.4.6 Elementos Metodoldgicos en los Libros de Texto
4.4.6.1 Periodo A

Estos textos, desarrollan una ensefianza basada en la formulacion de ejemplos,
enunciados de conceptos y proposicién de ejercicios que tienen el objetivo de
comprobar la capacidad repetitiva de conceptos a través de interrogantes abiertas
como “¢qué es una fraccion?” (L.T. 1963-A) concepto que ya fue enunciado en el
libro con anterioridad. También el libro de texto L.T. 1963-B propone interrogantes
como “;qué indica el numerador (y denominador ) de una fraccién” o “;qué son los
nameros racionales?”, cuando en todo el texto no se ha desarrollado los elementos
tedrico-conceptuales y los significados necesarios para poder conceptuar el nimero

racional.
4.4.6.2 Periodo B

El objetivo que se propone alcanzar en este periodo, es enfatizar en los conceptos
basicos y fundamentales recurriendo a la ejemplificacion y a razonamientos l6gicos,
como unico camino para alcanzar el aprendizaje. La proposicion de multiples
ejercicios resueltos y propuestos revelan la intencion de adiestrar al estudiante en el

calculo operativo. La ruta seguida para definir el conjunto de los nUmeros racionales
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descubre el interés de los autores por presentar de forma “rigurosa” y
descontextualizada los significados, apelando a definiciones de “relacion de
equivalencia, clase de equivalencia”, “conjunto de todas las clases de equivalencias”
que tienen el proposito de presentar una figura formalizada, rigurosa, deductiva y

acabada, como corresponde a una vision estereotipada de la matematica moderna.

Como se percibe en la descripcion del libro de texto la estrategia es netamente
deductiva, primero se enuncia algunas generalidades y posteriormente se aplica en
ejemplos, ejercicios desarrollados, y finalmente, se propone ejercicios con la
intencion de reforzar el aprendizaje del enunciado general. Este enfoque corresponde
a una concepcion conductista donde el recurso basico es el estimulo refuerzo
L.T.1992.

La unidad tematica de los nimeros racionales usualmente esta organizada de la
siguiente manera: una sintesis tedrica, un grupo de ejercicios ‘tipo’ resueltos,
cuestionarios y ejercicios propuestos. En el L.T. 1975 se recomienda al estudiante,
como estrategia de aprendizaje, enfatizar en la necesidad de “practicar” con lapiz y
papel muchos problemas que lo llevaran a “aprender haciendo” y superar la lectura
de texto como si se tratara de un relato literario. El desarrollo del concepto de
fraccion y namero racional tiene una secuencia que corresponde a un estilo propio de
la matematica moderna; trata de construir el concepto de nimero racional en base a
un conjunto de definiciones, propiedades (reflexiva, simétrica y transitiva de la
equivalencia de fracciones) clase de equivalencia, particion de una clase de
equivalencia y hasta definir la fraccién, como “todo par ordenado (a, b) €ZxZ’,

donde a se llama numerador y b se llama denominador” (L.T. 1976-B p. 70).

Consecuentes con la fundamentacion psicoldgica del conductismo, los textos
correspondientes a la perspectiva de la matematica moderna, conciben el aprendizaje
como el cambio observable de la conducta que puede ser medido. Se entiende el
aprendizaje como producto de una relacion “estimulo-respuesta”. Estas ideas
conductistas pueden aplicarse con relativo éxito en el aprendizaje memoristico a
través de repeticiones de refuerzo y estimulos, sin embargo, la resolucion repetitiva

de ejercicios similares no garantiza una comprension de las nociones matematicas,
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sino, solo la ejecucion de procedimientos matematicos, como por ejemplo, los
algoritmos, de las operaciones basicas con fracciones; consecuentemente, el
aprendizaje de conceptos y algoritmos no son facilmente traspasables, ni aplicables
a situaciones problematicas que rebasan los ejercicios ‘tipos’ que se resuelven como
parte del refuerzo. En la cantidad de ejercicios radica, tan solo, el objetivo de
incrementar la frecuencia de la conducta que se pretende consolidar, afianzando la

conducta deseada, mas no la comprension de la nocion matematica.
Los enunciados de ejercicios méas usuales son:

- Cuestiones abiertas ¢Es lo mismo fraccion que nimero racional? ¢ Qué es una
fraccion? ¢Qué es un numero racional? ¢Cuando se dice que una relacion
definida en un conjunto es de equivalencia?

- Evaluar la verdad-falsedad de las proposiciones dadas.

- Halle el valor de x (resolucion de ecuaciones)

- Determinar la equivalencia y orden de fracciones por medio de la regla del
‘aspa’.

- Ejercicios de simplificacion de fracciones.

- Escribir fracciones equivalentes.

- Ejercicios que refuerzan la nocién de clase de equivalencia
4.4.6.3 Periodo C

El tratamiento metodoldgico de las nociones matematicas es similar al periodo
anterior, sin embargo, por corresponder a un lapso de transicion de un programa
curricular por objetivos conductuales a una propuesta de disefio curricular por
competencia Yy capacidades y la reestructuracion de los contenidos desde de un
enfoque disciplinar hacia uno por &reas curriculares, en correspondencia con esta
situacion los autores de texto se ven en la necesidad de adecuar sus textos a ambos
enfoques, tal es asi que el LT. 2003-C pretende ‘integrar dos programas curriculares,
uno tradicional y otro innovado’. Asi mismo, los libros de texto de esta generacién

cargan la cruz de la preparacion pre universitaria, asi en el L.T. 2003-A. se estructura
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su presentacion para satisfacer las demandas de la instruccién pre universitaria

basado en la automatizacion de algoritmos y memorizacion de formulas.

La estructura de la unidad tematica esta organizada en las siguientes partes:
entrada y motivacién, seccién de conocimientos previos, momento basico, ejercicios
resueltos y propuestos, momento de repaso, extension y un momento de evaluacion
tal como lo presenta el L.T. 2000-A. Por otro lado, es interesante observar que
algunos libros de texto presentan organizadores visuales, mapas conceptuales y
gréaficos relacionados como lo muestra el L.T. 2003-B, influenciados por los aportes

tedricos de Novak y Govin (1984).

45 CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DEL NUMERO
RACIONAL EN LOS LIBROS DE TEXTO

La nocion de configuracion epistémica como herramienta para el analisis de
libros de texto matematico desarrollado por Font y Godino (2007), Ramos y Font
(2006) proponen para el analisis una ontologia amplia formada por los elementos: a)
lenguaje, b) situaciones-problema, c) conceptos, d) procedimientos-técnicas,
e)proposiciones, propiedades, teoremas y, finalmente f) argumentaciones. Este
modelo tedrico nos servira para esbozar la anatomia del texto matematico referente al

uso de los significados de la fraccion en el desarrollo del nimero racional.

Luego del analisis realizado en los numerales anteriores, en el que se percibe tres
periodos denominados. a) de la “Matematica Tradicional”, b) de orientacién
conductista de la “Matematica Moderna” y c) Matematica dentro de la coyuntura de
“Introduccién del Constructivismo”, claramente diferenciados entre los afios 1963 al
2005 en los libros de texto de matematica de primero y segundo grados editados
dentro del sistema educativo peruano; sera oportuno ajustar el modelo de Font y
Godino para describir las caracteristicas antologicas de la nocién matematica
“Numero Racional” y sus significados o interpretaciones asociados a la exposicion
del concepto de fraccion, nimero racional y conjunto de nimeros racionales.
Concordados al modelo de nuestro estudio, distinguimos dos configuraciones

epistémicas: primero, lo denominamos configuracion epistémico formalista del
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enfoque conductista de la “Matematica Moderna” asociada al significado del
namero racional; y segundo, configuracion epistémico empirista del enfoque
coyuntural “Introduccion del Constructivismo” asociada al significado del namero

racional.

4.5.1 Configuracion Epistemico Formalista del Enfoque Conductista de la

“Matematica Moderna” Asociada al Significado del NUmero Racional

El enfoque conductista de la Matematica Moderna introduce el niamero racional
desde la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros, por ser no cerrada
respecto a la division, luego, estructura un corpus tedrico de la relacion de
equivalencia, clase de equivalencia, sus propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva,
conjunto de los nimeros racionales, etc. Este enfoque utiliza basicamente el lenguaje
conjuntista, desde una perspectiva deductiva, rigurosa, con la intencion de presentar
las nociones matematicas de forma precisa, sin lugar a ambigiedades en sus
definiciones, teoremas, propiedades o técnicas y demas proposiciones generales; que

luego son aplicadas a situaciones particulares (ejercicios).

El concepto de fraccion y nOmero racional se presenta de manera
descontextualizada, pues, las pocas situaciones problema o ejemplos que se
presentan sirven para ilustrar y explicar la definicion. Con la intencién de reforzar las
definiciones se propone al final de la unidad tematica una bateria de ejercicios de
calculo y cuestiones abiertas, como por ejemplo ¢qué son los nimeros racionales?
Las situaciones problema tienen la finalidad de concretar los conceptos matematicos

a manera de colofén.
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El enfoque metodoldgico es mimético, se propone ejemplos que luego el

estudiante debera imitar en la resolucion de ejercicios similares descontextualizados,

limitando al estudiante a enfrentar situaciones nuevas que involucren fracciones o

extienda estas nociones a otros ambitos de la matematica escolar. Véase la figura

4.8.

Demostracion formal de teoremas

Formalizacion de la Clase de Equivalencia R: a/b~c/d si 'y s6lo si a.d=b.c. Ademas del enunciado de sus propiedades reflexiva, simétrica y

transitiva.

Ejemplicacién de definiciones-

Situaciones

EI 0 (cero) se puede considerar como otro nombre para el niimero racional representado por 0/1, es decir: (0/1) =30/1, 0/2, 0/3,...t
Problemas de aplicacion descontextualizados
Indique cudl de las siguientes relaciones son verdaderas y cudles son falsas, explique por qué: (3, 8) = (5, 6); (6,9) = (5, 8); (8,10)=(4,5), ...

matematico

Es esencialmente
conjuntista.

Los registros de
representacion mas
usuales son:

Verbal
Lectura de
fracciones.

Simbdélico
Simbélica numérica
fraccional.
Simbélica
algebraica.

Grafico
Eventualmente las
pictoricas.

Gréficas en la recta
numérica,

Tabular.

Diagramas de Venn

Se enfatizaen la
actividad cognitiva
de transformaciones
al interior de un
registro de
representacion.

Lenguaje

-/

Expresa

y
soporta

Regula

el uso

— T
Resuelve

wX>roOm:=>o

-

Previos

Una fraccion es cualquier par ordenado (a, b) de nimeros enteros, cuya
segunda componente no es cero.

Definidos

El conjunto de todas las clases de equivalencia segiin R se llama conjunto
de los nimeros racionales, al que se representa por Q, y cada clase de
equivalencia es un nimero racional.

Definiciones (Conceptos)

\_

a\

o

Técnicas de demostracion

- Determinar si dos fracciones son equivalentes: (a, b) = (¢, d) < a.d=b.c
- Encontrar el representante canénico de la clase de equivalencia.

- Manera de hallar fracciones equivalentes.

- Reducir fracciones (simplificar).

- Enunciar formalmente las propiedades de la clase de equivalencia.

Procedimientos

W
S

-

Teoremas

Propiedades de la clase de equivalencia
Corolarios

De la igualdad de nimero racionales.

De la relacion de orden de los nmeros racionales.

\_

Proposiciones

A\

—_— T
Justifica

Argumentacion

Parte de la necesidad de extender el conjunto de los nimeros enteros, ejemplificando que el
conjunto Z no es cerrada con respecto a la division.

A través de ejemplos se desarrolla las nociones de relacion y clase de equivalencia.
Explicacién de las propiedades, teoremas de forma deductiva, se enuncia las proposiciones
generales y se termina con la ejemplificacion o aplicacion en casos particulares.

Figura 4.8 Configuracion Epistémico Formalista Asociada al Significado del Nimero Racional
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4.5.2 Configuracion Epistémico Empirista del Enfoque “Introduccion del

Constructivismo” Asociada al Significado del NUmero Racional

Se considera la configuracion epistémica empirista como una alternativa a la
configuracion epistémica formalista, ésta permite abordar nociones matematicas,
principalmente las fracciones como representacion. El conjunto de los numeros
racionales de forma contextualizada, intuitiva y realista presupone una concepcion
empirista de la matematica. Es una gnoseologia segun la cual el conocimiento se
halla fundado en la experiencia, en contraposicion al racionalismo. Ademas es
intuitivo, porque el conocimiento se adquiere, es captado por el entendimiento sin
necesidad de un razonamiento deductivo formal. Una concepcién que considera que
las matematicas son (o se pueden ensefiar) como generalizaciones de la experiencia;
una concepcion de las matematicas que supone que al aprender matematicas,
recurrimos a nuestro bagaje de experiencias sobre el comportamiento de los objetos
materiales, Font y Godino (2007), Ramos y Font (2006). En este enfoque se da un

papel preponderante a las situacién-problema extra matematicos.

La configuracion epistémica empirista de los libros de texto correspondientes al
periodo C, comportan algunas situaciones problema contextualizados a la vida
cotidiana, como el fraccionamiento y reparto de objetos regulares (pizza, torta,..)
dentro del marco del significado parte-todo, ademas se explicitan los significados de
la fraccion como representante notable del nimero racional: parte-todo, cociente,
razon, operador y medida, tal como se puede encontrar en los libros de texto (L.T.
2000-A) y (L.T. 1997). Es notorio el uso de una mayor variedad de registros de
representacion relacionados a sus actividades cognitivas como la conformacién de

representaciones, transformacion y conversion.

La introduccion de la nocion nimero racional tiene la siguiente estructura:
a) Problemas introductorios contextualizados de las fracciones, centrados

en el significado parte-todo.
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b) Desarrollo de la unidad tematica con problemas contextualizados para la
construccién del concepto de nimero racional, seguido de aplicaciones
intercaladas.

c) Problemas contextualizados de consolidacion, propuestos al final del

tema.

Las unidades teméticas de los libros de texto de la muestra de estudio,
usualmente tienen la estructura siguiente: una vision global del contenido utilizando
un grafico relacional de conceptos 0 mapa conceptual, exposicion de conceptos,
ejemplificaciones, acompafiado de actividades basicas; y simultaneamente, se
acompaiia vifietas ilustrativas que explican las nociones centrales o llamadas de
atencion en los margenes y concluye con actividades que tienen la finalidad de
ampliar los conceptos y procedimientos. En algunos libros presentan una seccion a la
que suelen llamar actividades significativas que claramente se refieren a situaciones
0 problemas contextualizados. Es el caso del libro de texto 2003-B, el cual es un
ejemplo de este tipo de tratamiento metodoldgico; asi mismo, éste termina con una
seccion de ejercicios y problemas propuestos que tienen el propdsito de consolidar

los aprendizajes logrados.

El concepto de nimero racional se generaliza a partir de diferentes situaciones
problematicas que involucran los diferentes significados del nimero racional. No se
necesitan conceptos previos conjuntistas (por ejemplo, inclusion, clase de
equivalencia, etc.), no se insiste en la enunciacion de teoremas, lemas, axiomas en
forma de enunciados generales, sino mas bien, propiedades. Se introducen mayor
variedad de registros de representacion (graficas pictdricas, vifietas, en la recta
numérica, en el sistema de ejes coordenados, simbdlica numérica fraccional,
simbdlica algebraica, verbal, ademas de organizadores visuales) y se proponen

actividades de traduccion y conversion.

La metodologia que se refleja en los libros de texto de esta configuracion
epistémica se inicia con situaciones problema contextualizados y a través del estudio
de estas situaciones problema se construye el concepto de numero racional. Estos

conceptos se relacionan y organizan para ser, primero, aplicados a ejercicios y
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después ser utilizados en la resolucion de problemas contextualizados mas

complejos. El tipo de argumentacion que se utiliza es de tipo inductivo y

representacional. La argumentacion deductiva es casi inexistente. Véase la figura

4.9.

Matematico

Verbal
Lectura de
fracciones

Simbdlico
Simbdlica numérica
fraccional.
Simbdlica
algebraica

Gréfico
Pictogramas.

En la recta
numérica.

En el sistema de
ejes coordenado.
Organizadores
visuales.
Vifietas.

Se enfatiza en la
actividad cognitiva
de
transformaciones al
interior de un
registro de
representacion en
desmedro de las
conversiones.

Situaciones

Problemas de introduccion y de aplicacion contextualizados: Reparto de objetos regulares continuos (Pizza,
torta, etc.)

Basicamente se presenta situaciones problematicas contextuales del significado parte-todo y de forma
periférica los significados de operador, cociente, medida y razén del nimero racional.

Eventualmente se ejemplifica los significados de parte-todo, cociente, medida, operador y razén.

Lenguaje

-/

y

Expresa

soporta

Definiciones (Conceptos) \
Previos

- NUmero entero, fraccion su significado de parte todo y de forma circunstancial

los significados de cociente, medida, razén y operador.

- Representacion, comparacion, ampliacion y simplificacion de fracciones.

Definidos

- Un niimero racional es una fraccion y todas sus equivalentes.

- El conjunto de los nimeros racionales esta formado por los enteros y los

ndmeros fraccionarios.

- La fraccion irreducible a/b es el representante canénico del conjunto de
Cﬂcciones equivalentes a ésta, y se llama nimero racional.

- Densidad de lns Nilimeros Racionales

- Simplificar, ampliar fracciones.

- Ordenar fracciones.

- Escribir un conjunto de fracciones equivalentes.
- Identificar a que tipo de significado pertenece.

wX>rOmMm:=>o

Regula
el uso

Proposiciones
- Se enuncia de forma explicita algunas propiedades como: “Densidad del
conjunto de los NUmeros Racionales: entre cada par de nimeros racionales
siempre existe otro nimero racional”.
- Proposiciones declarativas sobre fracciones equivalentes, comparacion de
fracciones.

Procedimientos
- Identificar si es un nimero racional..
- Traducir y convertir entre sus diferentes registros de representacion.
- Representar nimeros racionales en la recta numérica.

Argumentacion
- Ejemplificacion de situaciones contextuales de las fracciones.
- Recuperacion de conocimientos previos, a través de presentacion de ejemplos y proposicion de

ejercicios.

- La secuencia discursiva del texto es: exposicion de conceptos, luego, desarrollo de ejercicios,
problemas resueltos y propuestos, los cuales, en su mayoria son de calculo descontextualizado.
- Las conceptualizaciones estan acompafiadas de registros simbdlicos numéricos y algebraicos,
ademas de recursos visuales pictogramas y representaciones en la recta numérica.

Figura 4.9 Configuracion Epistémico Empirista Asociada al Significado del NUmero Racional
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CAPITULO V

EXPLORACION DE LOS SIGNIFICADOS
DEL NUMERO RACIONAL

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se realiza una aproximacion empirica a la evaluacion de los
significados del nimero racional que posee el estudiante. Se tiene como nucleo
representacional las fracciones. En torno a este pardmetro se estudia el dominio de
los demés sistemas de representacion. En un primer instancia se presenta la
exposicion del proposito del estudio, caracterizacion de la exploracion, una
categorizacion de las tareas. El capitulo esta organizado en torno a tres aspectos de
atencion; primero, un estudio de las repuestas a las situaciones problematicas
propuestas, comparando las dificultades relativas a la interpretacion de los
significados, numeral (5.4); segundo, un analisis de los tipos de representaciones que
utiliza el estudiante en la resolucion de situaciones problematicas que envuelven
significados, numeral (5.5); y tercero, una caracterizacion de las interferencias entre
significados, numeral (5.6). Cada uno de estos aspectos se estudia desde la

perspectiva cuantitativa y cualitativa.
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5.2 PROPOSITOS DEL ESTUDIO

El propdsito del estudio exploratorio es caracterizar la naturaleza de la
comprension de los significados del nimero racional que ostentan los estudiantes. Se
pretende responder a la interrogante ¢cdémo es la comprension de los significados del
namero racional de los estudiantes de formacion docente?, lo que, implica analizar
los tipos de interferencias revelados en la interpretacion de los significados cuando se
enfrentan a situaciones problematicas con fracciones; ademas, tambien se pretende
examinar los registros de representacion exteriorizadas por los estudiantes cuando

solucionan situaciones problematicas.
5.3 CARACTERISTICAS DE LA EXPLORACION

Junto con los elementos del disefio del estudio empirico, cuyos detalles se recogen
en el apartado 3.3 del capitulo I, al cual nos remitimos, en este apartado
concretamos los fendmenos especificos que son de interés de nuestra exploracion asi
como los criterios y categorias empleados en el andlisis de las respuestas recopiladas
y en la interpretacion de las mismas en términos de comprension. Previamente se
describe el instrumento utilizado para la recoleccion de informacion, en este punto,
se formula el objetivo de evaluacion de cada situacion problematica, se plantea las
posibles respuestas correctas e incorrectas, y se hace una estimacién del grado de
dificultad del item.

5.3.1 Tareas

La amplia informacién disponible en educacion matematica sobre el aprendizaje
de la fraccion y la naturaleza de sus significados propicid que la aplicacion del
procedimiento incluido en el modelo para la determinacion y seleccién de situaciones
se redujera en esta ocasion a la consecucion de su primera fase. Tras el proceso, las
tareas consideradas surgieron de la parte especifica de la estructura fendmeno-
epistemoldgica de la fraccion correspondiente a aquellas situaciones donde resulta
legitimo emplear dicho conocimiento en alguno de sus significados conocidos. Tal
como se aprecia en la tabla 5.1, las seis tareas propuestas son ejemplos

representativos de situaciones no-exclusivas, propias de los significados basicos:
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parte-todo, en sus contextos continuo y discreto, cociente, medida, razon y operador,
respectivamente. Estas situaciones posibilitan observar el referente tedrico de la
interferencia entre conocimientos matematicos y la comprensiéon de los mismos en
funcion de la disponibilidad a ser empleados.

Las tareas fueron presentadas a la muestra en una sesion de clase ordinaria en
forma de cuestionario® para cuya resolucién individual se dispuso de un tiempo
méaximo de una hora académica (60 min.) de duracion.

Tabla 5.1

Distribucién de las Tareas por Significado de la Fraccion

Significado de la fraccién Enunciado

Parte-todo (continuo)

[S1] Si divido una barra de chocolate en cuatro trozos iguales y tomo
tres, ¢Qué significado matematico tiene para usted la accién de tomar
3 de un total de 4 trozos?

Parte-todo (discreto)

[S2] Si en una reunién de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ¢Qué
parte del grupo de amigos son chicos?

[S3] Tres amigos quieren repartirse 5 chocolates de manera
equitativa, ¢Cuanto chocolate le corresponde a cada uno de los

Cociente .
amigos?
[S4] De la observacion de la figura. ¢Qué parte de a es b?
.al n
Medida L
pp— | | ] ||
b
[S5] En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son de matematicas y 4
Raz6 de investigacion; ¢Qué se puede decir del ndmero de libros de
azon : L p ) o
investigacion respecto al numero de libros de matematica?
[S6] En un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 4/5
Operador ¢Cuantos aprueban matematica? ¢Qué significado matematico tiene

aqui la fraccion 4/5?

Elaboracién propia.

! La interpretacién comprensiva comporta una exigencia comunicativa entre el estudiante y
el agente intérprete de su comprension que se articula fundamentalmente, en el escenario de
valoracion, examinado a través de registros escritos, didlogos directos o una combinacion de
ambos. Esta circunstancia trae consigo claras consecuencias metodolégicas en lo referente a
los instrumentos de recogida de datos a emplear. En la investigacion se ha optado por el
desempefio individual frente a un cuestionario escrito y el analisis posterior de la
informacidn recopilada mediante este método.
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5.3.2 Fenédmenos de Estudio

La investigacion empirica desarrollada se centra fundamentalmente en la

observacion e interpretacion de los siguientes aspectos y fenomenos:

1. En primer lugar, restringiéndonos tan sélo al analisis de las respuestas correctas
proporcionadas por los participantes, se pretende establecer un cuadro comparativo
de la dificultad relativa manifestada por los diferentes significados de la fraccion.
Los resultados alcanzados en este caso particular son contrastados con los obtenidos

en algunos de los antecedentes descritos en el capitulo II.

2. A continuacion, el estudio se dirige sobre los tipos de representaciones externas
utilizadas por los estudiantes para cada uno de los distintos significados de la

fraccion.

3. Finalmente, con la ampliacion de los tipos de respuestas para su andlisis, se
contempla la caracterizacion del fendmeno de interferencia manifestado en el uso de

los significados de la fraccion.

Estos aspectos dirigen el analisis de los datos recopilados en la experiencia
empirica. En cada caso, los datos reciben un tratamiento inicial cuantitativo, con
objeto de garantizar una organizacion operativa con la que facilitar la identificacion
de diferencias y posibles regularidades de interés en relacion con la comprensién de
los significados de la fraccion. El analisis cuantitativo se complementa con otro de
tipo cualitativo destinado a profundizar en la naturaleza de las respuestas y en las

particularidades de las regularidades previamente identificadas.
5.3.3 Andlisis e Interpretacion de las Respuestas

En esta seccion hacemos explicita la tipologia de respuestas utilizada en la
valoraciéon del desempefio manifestado por los estudiantes en cada una de las
situaciones que conforman el cuestionario aplicado. A continuacion, exponemos el
cuadro-resumen de las respuestas proporcionadas por cada alumno, tipificadas en

base a las categorias sefialadas. Asimismo, se incluyen algunas consideraciones sobre

205



la interpretacion de las respuestas en términos de comprension llevada a cabo de

acuerdo con la aproximacion teorica adoptada.
5.3.3.1 Categorias

Para la observacion e interpretacion del fendmeno de interferencia entre
significados de la fraccion, consideramos apropiado organizar las respuestas dadas
por los estudiantes a cada una de las tareas de acuerdo con las siguientes categorias

principales:

A. Empleo propio de la fraccion. Las respuestas manifiestan el vinculo fenémeno-
epistemoldgico entre la situacion y el uso de la fraccion en su significado oportuno.
En esta categoria establecemos la diferencia entre respuesta correcta e incorrecta, util
para afrontar la primera exploracion comparativa sobre la dificultad en el uso de los
diferentes significados y pertinente para la interpretacion de la comprension segun la
propuesta presentada. En la categoria del empleo propio correcto de la fraccion
contemplamos la variante referida a aquella respuesta donde se aprecia el uso del
significado de fraccion esperado conjuntamente con otro que en ningln caso
interfiere en el primero. Estableceremos dos sub categorias: empleo propio correcto
(EPC) y empleo propio incorrecto (EPI). Resultan, por tanto, dos posibilidades de
codificacion de la respuesta: EPC y EPI. A continuacion presentamos dos muestras

de respuestas de este tipo.

6) En un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 4/5 ¢ Cuantos aprueban matematica?
¢ Qué significado matematico tiene aqui la fraccién 4/5?

_ wter prefagiod
N= 35 TP A% Tipo EPC
/q/symgan Modemat e, H /1 Estudiante 3-2

’ 5

5
@ del ToTAL . 72
Tipo EPI

5 LB T3 Estudiante 4-2

/5. -
[03 qw apwf’b?m maé-}m}fca son ﬂ;é_

Figura 5.1 Ejemplo del empleo propio correcto e incorrecto de la fraccion
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B. Interferencia en el uso de la fraccion. Las respuestas ponen de manifiesto el
fendomeno de interferencia en el uso de los significados de la fraccion por el empleo
en la tarea de uno o varios significados determinados en detrimento del considerado
propio (Interferencia Interna o Endogena Il). También se incluyen aquellas
respuestas en las que, por emplearse otros conocimientos o simplemente por no
aportar informacion suficiente, no se aprecian muestras suficientemente evidentes de
la identificacion del vinculo fendmeno-epistemoldgico existente entre la situacion
propuesta y la fraccion como opcidn para su resolucion en alguno de sus significados
(Interferencia Externa o Exdgena IE). Todo ello con independencia de la adecuacion

de la solucién presentada.

2 prrrye

ate Tipo IE
ij;:o; pnbers y g clover reportir o 3 Estudiante 3-17
YL
2 e

(ade  geyrp
e 94
4 i ———|———
1T
<} ——————— > t Tipo Il
b 1 (¢ Estudiante 5-4

o um
4

Figura 5.2 Ejemplo de respuesta de interferencia interna y externa.
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C. Respuesta dudosa. Relne a aquellas respuestas consideradas dudosas por no
manifestar indicios suficientes para poder ser catalogadas dentro de alguna de las dos
categorias anteriores®. Son respuestas que requieren justificaciones complementarias
del resolutor pero que, por el carécter exploratorio del estudio, no se han solicitado
para su andlisis. En esta categoria incluye las respuestas en blanco. El cédigo que

identifica estas respuestas es RD.

5) En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son de matematicas y 4 de investigacion; ¢Qué se
puede decir del nimero de libros de investigacion respecto al nimero de libros de matematica?

Figura 5.3 Ejemplo de respuesta D proporcionada por los estudiantes 4-10

5.3.3.2. Clasificacion de registros de representacion

En lo referente a las representaciones se contemplan los tipos basicos de
representacion siguientes, que se manifiestan en las respuestas dadas en exclusiva o

también en conjunto:

Verba Simbolica Simbolic Simbolica Pictdrica Pictéric Diagram

I Numérica a Slmbgl_lca Algebraic Continu a ade
i - Numeérica .
Fracciona Numerica a a Discreta  Venn
. Porcentua
| (SNf)  Decimal | (SNp)
V) (SNd) P (SA) PG _(PD)  (BV)

De este modo, la respuesta de cada alumno a cada situacion problematica vendra
codificada por una dupla (x,y), donde x = EPC, EPI, IE, 1l 0 D e y=V, SNf, SNd, SNp,
SA, PC,PD o DV.

2 LLa consideracion de esta Gltima categoria de respuestas esta justificada por las limitaciones
propias de la opcion metodoldgica empleada en la experimentacion para el registro de la
comunicacion establecida entre estudiante y profesor.
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En las duplas de la siguiente tabla se identifica el tipo de respuestas y el tipo
basico de representacion, en el segundo caso se presentan diversas situaciones en las
repuestas, tal es asi, que en una respuesta se presentan varios registros de
representacion, razon por la cual se identificaran las més significativas, es decir, las
mas relevantes en la solucién. Por ejemplo, en la solucion del alumno 3-20, tabla 5.2
a), el par ordenado seria [IE; (PC, V, SNf)].

5.3.3.3 Respuestas de la muestra

Las tablas 5.2 a), b) y ¢) muestran, de forma sintetizada, la distribucion de los
alumnos de la muestra en funcion de las respuestas proporcionadas y de acuerdo con

los criterios, tipos de respuesta y simbolizacion sefialados.
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Tabla 5.2 a)

Cuadro de Respuestas Obtenidas por la Muestra participante €N €l Estudio

Alumnos : — : — . — Situaciones' — . - : —
Situacionl Situacion2 Situacion3 Situacion4 Situacion5 Situacion6

3-1 | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC; (SN [ 11; (SNf, SA)] [ EPC; (SA)] [11; (SNf)] [ EPC; (SA)]
3-2 | [IE;(V,SNp)] [EPC; (SNf)] [EPC; (SNf)] [EPC; (SNf)] [II; (SNP)] [EPC; (SNf)]
3-3 | [EPC; (SNf)] [II; (SNP)] [EPC; (SNf)] [D; ()] [II; (SNP)] [EPC; (SNf)]
3-4 | [EPI; (V)] [ EPI; (V, SNf)] [ EPC ; (SNf, SNd)] [11; (SN)] [11; (V, SNf)] [ EPC ; (SNf)]
3-5 | [EPC; (SNf)] [ EPC ; (SNf)] [ IE ; (SNd)] [ EPC ; (SNf)] [EPC ; (SNf)] [EPC; (SNf, SNd, SNp)]
3-6 | [EPC; (PC,V, SNf)] [ EPI ; (V, SNf)] [ 11; (PC, SNf)] [EPC; (SA)] [11; (V, SNf)] [EPC; (SNf)]
3-7 | [EPC; (PC,V, SNf)] [ D ; (SNf, SNa)] [1I; (PC, SNf)] [ EPI; (SNf)] [11; (SNf)] [EPC; (SNf)]
3-8 | [EPC; (PC, SNf)] [EPC ; (SNf)] [ EPC ; (SNf, SNd)] [ EPC; (SNf, SA)] [11; (V, SNf)] [EPC; (V, SNf)]
3-9 | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC;(V,SNA] | [EPI;(SNf] [11; (PC, SNf)] [11; (SNf)] [EPC; (V)]

o L3-10 [EPC; (PC,V,SNA)] | [11;(V, SNf)] [ EPC ; (PC, PD, SNf, SNd)] [ EPI ; (SA)] [EPI; (PD, V, SNf)] | [EPI ; (SNf, SNd)]

| 3-11 | [EPC;(PC, SNf)] [EPC ; (V,SNA] | [II; (PC, SNf, SNd)] [ EPI; (SNf)] [11;(V, SNf)] [ IE ; (SNf, SNd)]

E 3-12 | [EPC; (V, SNf)] [EPC; (V,SN)] | [EPI; (V, SNf)] [ EPI; (SNf)] [11; (SNf)] [D; (V,SNP]
3-13 | [EPC; (PC,V,SNf] | [II; (V, SNf)] [EPC; (PC, PD, V, SNf, SNd)] | [ EPC ; (SNf)] [EPC; (PC,V,SNA] | [l ; (PC, V, SNf)]
3-14 | [EPC; (V, SNf)] [EPC; (V,SNf)] | [EPC; (PC, PD, SNf)] [ EPC ; (SN [11; (V, SNf)] [ EPC ; (SNf)]
3-15 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC ; (PC, SNf)] | [ EPC ; (PC, SNf, SNd)] [EPC : (SA)] [EPI; (PC,V, SNf)] | [EPC; (V, SNf)]
3-16 | [EPC; (PC,V, SNf)] [ EPI; (SNf)] [ EPC; (V, SNf, SNd)] [ IE; (SNf, SA)] [11; (V, SNf)] [IE; (SNf)]
3-17 | [EPC; (PC,V, SNf)] [EPC; (PC,SNf)] | [IE; (V, SNd)] [ EPC; (SNf, SA)] [1I; (PC, V, SNf)] [1I ;(PC,V, SNf)]
3-18 | [EPC; (PC, V, SNf, SNp)] | [ EPC ; (SNf)] [ EPI ; (SNf, SNd)] [ EPI ; (SNf, SA)] [11;(V, SNf)] [11;(V, SNf)]
3-19 | [EPC; (V, SNf)] [EPC; (V,SNf)] | [EPC; (PC,V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [11;(V, SNf)] [ EPC ; (SNf)]
3-20 | [IE;(PC,V, SNf)] [ EPI; (SNf)] [ EPC ; (V, SNf, SNd)] [EPC; (V,SNf, SA)] | [11; (SNf)] [ EPC ; (SNf)]
3-21 | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC; (PD,SNf)] | [EPC; (PC,PD, SNf, SNd)] [ 11; (SNF, SA)] [11; (PC, V, SNf)] [11; (V, SNf, SA)]
3-22 | [EPC ;(PC,V,SNf)] |[ EPC;(V,SNf] | [EPC; (SNf, SNd)] [ EPC ; (SNF, SA)] [11; (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
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Tabla 5.2 b)

Alumnos : — . - . — Situaciones. - : —

Situacionl Situacion2 Situacion3 Situacion4 Situacion5 Situacion6
4-1 | [EPC: (PC, SNf)] [ EPC ; (SNf)] [ EPC; (PC, SNf] [ IE; (SNf)] [ 11; (SNF)] [ 11; (PC, V, SNf)]
4-2 | [EPC;(PC,V, SNf)] | [EPC; (V,SNf)] [ EPC; (PC, SNf, SNd)] [ EPC; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ 11; (PC, SNf)]
4-3 | [EPC; (PC, SNf)] [EPC; (V, SNf)] [ EPC; (SNf, SNd)] [ EPI; (SNf, SA)] [ 1I; (SNf)] [ IE; (V, SNf, SA)]
4-4 | [I;(PC,V,SNMN] [EPC; (V, SNf)] [ EPI ; (PC, PD, SNf, SNd)] | [II; (SA)] [D; (PC, V, SNf)] [ IE; (SNp)]
4-5 | [EPC; (PC,V, SNf)] | [EPC; (PD,V,SNf)] | [EPI; (PC, V, SNf)] [ EPC ; (SNf)] [11; (V, SNP)] [ IE; (SA, SNp)]
4-6 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPI ; (PC, PD, SNf, SNd)] | [ II; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ 1E; (SNf, SNd)]
4-7 | [EPI; (PC, SNf)] [ EPI; (PD, SNf)] [ EPI ; (PC, PD, SNf)] [ 11; (PC)] [ 11; (PC, V, SNf)] [ EPC; (SNf)]
4-8 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PC, PD, SNf)] [ EPC; (PC, SA)] [ 1I; (PD, SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
4-9 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPC; (PC, PD, SNf, SNd)] | [ EPC; (SA)] [11; (PD, V, SNf)] [ EPC; (SNf)]

g 4-10 | [EPC; (V, SNf)] [ 11; (SNF)] [ D; (SNf, SA)] [11; (V)] [ EPI; (SNf, SA, DV)] | [IE; (SNf)]

S | 4-11 | [EPI;(PC,V,SNf)] | [EPC; (SNM)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf, SA)] [ 1; (SNf)] [ EPC; (SNf)]
4-12 | [EPC; (PC, SNf)] [EPC; (PD, SNf)] [ EPI; (PC, SNf, SNd)] [ 11; (SNF,)] [ EPC; (PC, SNf)] [1l; (PC, SNf)]
4-13 | [EPC; (PC,V, SNf)] | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf, SA)] [ EPC; (SA)] [11; (PC, SNf)]
4-14 | [EPC; (PC,V,SNf)] | [D; ()] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [11; (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
4-15 | [EPC;(V,SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [ EPC; (SA)] [11; (V, SNf)] [EPC ; (V)]
4-16 | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC; (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [ EPC; (SA)] [11; (PD, V, SNf)] [ EPC ; (V, SNf)]
4-17 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPC; (V, SNf, SNd)] [ 11; (SNf)] [11; (V, SNf)] [ EPC ; (SNf)]
4-18 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (PD, V, SNf)] [ 1E; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ EPC ; (V, SNf)]
4-19 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPC; (PC, PD, V, SNf)] [11; (SN [11; (PD, V, SNf, SNp)] | [ EPC ; (SNF)]
4-20 | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC; (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [ EPC; (SN, SA)] [ 11 (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
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Tabla 5.2 c)

Situaciones
Alumnos - - - o - -
Situacionl] Situacion2 Situacion3 Situacion4 Situacion5 Situacion6

5-1 | [EPC; (PC,V, SNf)] | [EPI; (SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPI; (SNf, SA)] | [D; (V)] [ EPC; (SNf)]
5-2 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPC; (SNf, SNd)] | [ EPC; (SNf)] [11; (PD, V, SNf)] | [EPC; (SNf, SNp)]
5_3 | [EPC; (V,SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [ EPI; (SA)] [11; (V, SNf)] [ EPC; (SNf)]
5-4 | [EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPI; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ EPC; (SNf)]
5—5 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPI; (PD, SNf)] [ EPC; (PD, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ 11; (V, SNf)] [D; (V)]
5-¢ | [EPC; (PC, SNf] [ EPC; (SNf)] [ 1E; (V, SNf, SNd)] | [11; (SNP)] [ EPC; (V, SNf)] [D; (V)]
5_7 | [EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPI; (SNf)] [11; (SNF)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
s-g | [EPC;(PC,V,SNf)] | [EPC; (SNf)] [ EPI; (SNf)] [11; (SN)] [ D; (PC)] [ EPI; (V, SNf, SNd)]

§ 5_g | [EPC;(V,SNf)] [ EPC; (SNf)] [ D; (SNf)] [ EPI; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ EPC; (V)]

g 5-10 | [EPC; (V,SNf)] [EPC; (V, SNf)] [ EPC; (V, SNf)] [EPC; (SNf, SA)] | [11; (v, SNf)] [ EPC; (V, SNf)]
5-11 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ 11; (SNf)] [ EPC; (PC, SNf)]
5_12 | [EPC; (V,SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPI; (V, SNf)] [ EPC ; (SNf)] [11; (V, SNf)] [ 11; (SNf, SNp)]
5-13 | [EPC; (SNf)] [ EPC; (SNf)] [ IE; (SNd)] [ EPI; (SA)] [ 11; (SN [ EPC; (SNf)]
5-14 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ 1E; (V, SNd)] [ EPC; (SNf)] [D; (V)] [ EPC; (SNf)]
5-15 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SA)] [ EPC; (V)] [ EPC; (SNf)]
5-16 | [EPI; (V, SNf)] [ EPC; (SNf)] [ IE; (PD, SNd)] [D; ()] [ IE; (SA, DV)] [D; ()]
5_17 | [EPC; (V,SNf)] [EPC; (PD, V, SN)] | [ EPC; (SNf, SNd)] | [ EPC; (SNf)] [ 11; (SNf, SNp)] [ EPC; (SA)]
5s_18 | [EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (PC, SNf)] [ EPC; (SNf)] [11; (PC, V, SNf)] | [ EPC; (SNf)]

Elaboracién propia.

212




5.4 DIFERENCIAS RELATIVAS A LOS SIGNIFICADOS DEL
NUMERO RACIONAL

En este apartado se presentan los resultados cuantitativos y cualitativos de la
evaluacién de comprension de los significados del nimero racional que muestran los
estudiantes de formacion docente. La finalidad es analizar la naturaleza de la
comprension de los significados del numero racional basandose en las repuestas que

proporcionan a las preguntas abiertas del instrumento descrito en la tabla 5.1.

Los significados del namero racional que evaluamos son cinco; el namero
racional en sus significados como ‘parte-todo’ (discreto y continuo), ‘cociente’,

‘medida’, ‘razon’ y ‘operador’.
5.4.1 Interpretacion Cuantitativa de los Significados del NUmero Racional
5.4.1.1 Empleo propio correcto en la interpretacion del significado

Para una interpretacion de tipo cuantitativo sobre las caracteristicas y grado de
comprension de los significados del nimero racional se ha analizado las respuestas

escritas de la prueba de seis cuestiones que evaltan los significados:

Interpreta el significado ‘parte-todo continuo’ del nimero racional.
Interpreta el significado ‘parte-todo discreto’ del nimero racional.
Interpreta el significado como cociente del nimero racional.
Interpreta el nimero racional en su significado de ‘medida’.

Interpreta el numero racional en su significado de ‘razon’.

o g » w b F

Identifica la fraccion en su significado como ‘operador’.

Los datos se han organizado en tablas que identifican las categorias de
respuestas, de empleo propio correcto (EPC) del significado, empleo propio
incorrecto (EPI), interferencias externas (IE), Interferencias internas (I1) y respuestas
dudosas en la solucion de los problemas. Luego, se ha efectuado tres exploraciones;
uno que cuantifica porcentualmente las muestras de desempefios que revelan una

correcta interpretacion del significado del ndmero racional (EPC) por niveles o
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grados de estudio de formacidén magisterial; otro, que concierne a la jerarquizacion
de los significados segun la comprension del estudiante; y finalmente, un
dimensionamiento del grado o nivel de comprension de los significados basado en el

numero de respuestas del tipo empleo propio correcto por estudiante.

A continuacion se presentan las tablas que contabilizan la frecuencia absoluta y
porcentual de las muestras de desempefio en la solucién de la prueba por categorias
EPC, EPI, IE, Il y D; por grados de estudio o nivel de estudios de formacién

magisterial.

La tabla 5.3 revela que el empleo propio correcto (EPC) del significado en la
solucién a las situaciones es el mas alto porcentualmente alcanzado del orden del
56% en tercero, 60% en cuarto y 62% en quinto, también, se aprecia que el

porcentaje crece conforme se aumenta de grado o curso.
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Tabla 5.3

Frecuencia Absoluta y Relativa de las Respuestas Dadas por Categorias y Niveles de
Estudios Profesionales

Tercero
Categorias de respuestas|S1 | % (S2 | % [S3 | % |S4 | % |S5 | % |S6 |% |TOTAY %
Empleo Propio

Correcto 19 | 86 |14 |64 |13 |59 |12 |55 2 9 14 |64 | 74 | 56

Incorrecto 1| 4 4 118 |3 |14 5 23 2 9 1 4 |16 12
Interferencia

Externa o Ex6gena | 2 9 2 9 1 4 2 |14 | 8 6

Interna o0 End6gena 3 |14 |4 |18 3 14 |18 |82 4 |14 |31 |23
Dudosa 1|4 1 4 1 (4|3 2
Cuarto

0 0

Categorias de respuestas|S1 | % (S2 | % [S3 | % | S4 % S5 % S6 | % | TOTAY %
Empleo Propio

Correcto 17185 |17 |85 |14 |70 |10 |50 3 15 |11 |55 |72 |60

Incorrecto 2110 |1 |5 |5 |25 1 5 1 5 10 8
Interferencia

Externa 0 Exdgena 2 10 5 |25 7 6

Internao Endégena| 1 | 5 |1 | 5 7 35 |15 |75 |4 |20 |28 |23
Dudosa 115 |1 |5 1 5 3 3
Quinto
Categorias de respuestas|S1 | % (S2 | % S3 | % |S4 | % [S5 | % |S6 | % |TOTAY %
Empleo Propio

Correcto 17 |94 |16 |89 |9 |50 9 50 3 16 |13 |72 | 67 | 62

Incorrecto 1 6 2 |11 |4 |22 4 22 1 6 12 11
Interferencia

Externa o Ex6gena 4 |22 1 6 5 5

Interna o Endégena 4 22 |11 |61 |1 | 6 16 |15
Dudosa 1|6 1 6 3 16 |3 |16 8 7

Elaboracién propia.

Los porcentajes de empleo propio correcto del significado parte-todo continuo y

discreto (S1 y S2) son los mas altos (86%, 85% y 94% en los tres grados

respectivamente), en contraste a los alcanzados en la interpretacion del significado

de razén (S5) que apenas llegan al orden 9% en tercero, 15% en cuarto y 16% en

quinto. Esta es una regularidad encontrada que se manifiesta de forma uniforme en

los tres cursos. Otro elemento de analisis es el porcentaje del significado de medida

(S4), que oscila entre 55y 50% ocupando el penaltimo lugar antes del significado de

razén. Estas observaciones corroboran lo encontrado en anteriores investigaciones
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como Escolano y Gairin (2005) y Dos Santos (2005). Muchos estudios sefialan que
los significados que se configuran en su génesis historica (medida en la civilizacion
Mesopotamica y Egipto; y razon, en la antigua Grecia) son los menos estudiados en

la escuela, quizé por la complejidad conceptual que entrafian.

La tabla 5.4 sintetiza la frecuencia relativa del desempefio interpretativo con
empleo propio correcto de los cinco significados, segun los tres grados o cursos:

tercero, cuarto y quinto de formacién profesional.

Tabla 5.4

Frecuencia Relativa de la Muestra de Desempefio Interpretativo del Empleo
Propio Correcto de los Significados del NiUmero Racional.

De los Tres Niveles de Estudio (tercero, cuarto y quinto)

Parte-todo
Significados | Continuo | Discreto | Cociente | Medida | Razén | Operador |  Namero de
~ ifi | i
Desemperios [T, [ e e e, | Merpretaciones
esperados todo continuo’ del - |todo discreto” del |cociente del encu racional en su |significado como
nimero racional.  |ndmero racional. |ntmero racional. |significado de |[significado de |‘operador’.
‘medida’. ‘razén’.

w | Nivel hi hi hi hi hi hi hi
f'é Tercero 0,86 0,64 0,59 055 | 0,09 0,64 0,56
[1+]
§ Cuarto 0,85 0,85 0,70 050 | 0,15 0,55 0,60
u‘;j Quinto 0,94 0,89 0,50 0,50 0,16 0,72 0,62

Total 0,88 0,78 0,60 0,52 0,13 0,63 0,59

Elaboracién propia.

Segun la tabla 5.4, en cifras totales, las muestras de desempefio favorables a la
comprension son progresivas desde el tercer afio de estudios hasta el quinto. Asi, en
términos generales, la Gltima columna muestra que el porcentaje de comprension del
quinto afo es del orden del 0,62 relativamente superior al del tercero que es 0,56%.
Una observacion mas cuidadosa de los indices del empleo propio correcto del
significado en las soluciones de los seis problemas de fracciones, segun los niveles o
grados de estudios profesionales revela que la comprension aparenta no progresar
conforme se sube de grado. Esto contradice las cifras totales de arriba que insintan
que a medida que los estudiantes suben niveles de estudios, mejoran su comprension
de los significados. Como se aprecia en el grafico de barras 5.4, s6lo en el

significado de parte-todo discreto y razén efectivamente se ve un crecimiento de
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grado a grado. Por otro lado, se encuentra leves divergencias con la regularidad en

los significados parte-todo continuo, cociente medida y operador.

Un dato destacable es que, el nimero racional en su significado de razon es de
menor comprension por parte de los sujetos de la muestra, asi su frecuencia relativa
simple alcanza el 0,13; es decir, que de cada 100 s6lo 13 logran responder con éxito
la pregunta que evalua el significado de razon de la fraccion. El significado de mayor
dominio o comprension es el de fraccion como ‘parte-todo continua’ mayor al de
‘parte-todo discreto’. En cifras totales, la primera supera largamente a la segunda (de
0,88a0,78).
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Figura 5.4 Frecuencia relativa de la muestra de desempefio interpretativo del empleo propio
correcto de los significados del nimero racional.




5.4.1.2 Orden en la interpretacion de los significados del niUmero racional

En este numeral se presentan los resultados que describen el porcentaje del
empleo propio correcto (EPC) del significado de la prueba de comprension. Se
evidencia el orden que configuran dichos datos, graduacion que encabeza el
significado parte-todo continuo, seguido de la interpretacion parte-todo discreto,
luego operador, cociente, medida y finalmente razdn. Estos resultados no son
concluyentes, mucho menos generalizables, por la misma naturaleza exploratoria del
estudio. Si bien tiene limitaciones, abre pistas a futuros estudios que confirmen, en

parte, estas observaciones.

El grafico de barras 5.5 exhibe los resultados globales, el porcentaje de
estudiantes de los tres grupos que responden correctamente a las seis cuestiones
planteadas en la prueba de comprension de los significados del nimero racional. El
gréfico ilustra el orden decreciente siguiente: primero, se ubica el significado parte-
todo continuo con 88%, seguido de los significados parte-todo discreto, operador,
cociente, medida que disminuyen gradualmente en el porcentaje de estudiantes que
interpretan correctamente los significados; y finalmente, el significado de razén que

apenas alcanza el 15%.

La informacién del grafico de barras confirma lo que investigaciones anteriores,
como la de Escolano y Gairin (2005, 2001), encontraron en otras latitudes del orbe
con similares resultados. Evidencian que los significados de razén y medida son los
menos trabajados y estudiados en los sistemas escolares, ya sea por razones de su

complejidad conceptual o por descuido del sistema didactico.

218



©
<

o)
2

\‘
<

(o]

2

|
o))
o))

je

a1
S
()]

N
<Q

Porcenta

w
2

N
2

=

2
I
=

o

Parte todo Parte todo Operador Cociente Medida Razoén

Continuo Discreto R . .
Significados del Numero Racional

Figura 5.5 Orden en la interpretacién de los significados del ndmero racional

El significado parte-todo continuo del ndmero racional revela mayor
comprension por parte de los estudiantes, lo que se manifiesta en el alto porcentaje
de respuestas correctas 88%. Este resultado coincide con los encontrados en el
analisis de libros de textos del Capitulo IVV. Como qued6 demostrado, los autores de
los libros de texto muestran su preferencia por las representaciones pictoricas que
transmiten el significado de parte-todo continuo para introducir la idea de fraccion y

desarrollar el concepto de nimero racional.

Al igual que el caso anterior el significado parte-todo discreto alcanza el alto
porcentaje de 79% de respuestas correctas. ElI éxito en la interpretacion de los
significados de parte-todo ya sea continuo o discreto parecen tener su explicacion en
el sistema didactico, es decir en la relacion ternaria docente, alumno y el saber
matematico. El analisis de los libros de texto muestran que estos significados son los
mas trabajados. Por otro lado, la revision historica revela que los significados de
medida y razon estan asociados a una fenomenologia que se constata en los
antecedentes histdricos de los babilonios, egipcios y griegos. En la revision histérica
no se ha podido ubicar el significado parte-todo, pareciera que tiene sus origenes en

las necesidades de instruccion. Aparentemente, el significado parte-todo tiene su
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origen en la esfera de la transposicion didactica tanto externa como interna,
(Chevallard, 1991).

El problema referente al nUmero racional como operador alcanza el 63% de
respuestas correctas, tercero en el orden de mayor comprension que muestran los
estudiantes. Los resultados primarios de la revision historica revelan que el

significado de operador tiene su origen en la propia matematica y se comporta como

una funcion del tipo f(x)=2x, donde 2_q. En la medida que estas nociones
b b Q

matematicas son muy utilizadas en la educacion matematica superior, los estudiantes

muestran mayor comprension en la resolucién de esta cuestion.

En cuarto lugar, siguiendo el orden, se encuentra el significado del nimero
racional como cociente con 60% de aciertos en la solucion de la tercera cuestion de
la prueba. En el Capitulo V se ha encontrado que en los libros de texto, la mayoria de
los autores sustentan la necesidad de ampliar o extender el conjunto de los nimeros
enteros, por la imposibilidad clausurativa de la operacion division en Z. Asi Romero
(1976) define:

... los nimeros racionales es una extension necesaria del conjunto de los

nameros enteros, porque:

- permite obtener la clausura en la division de dos enteros a, b, con la Unica
restriccion de que b sea diferente de cero.
- Por consiguiente, hace posible hallar el conjunto solucién de ecuaciones de la

formaax =bh, cona = 0. (p. 69)

En la medida que este significado es ampliamente estudiado en la educacion
secundaria, quizas ésta sea una de las razones que expliquen la relativa comprension
de este significado que muestran los estudiantes tal como se ha podido constatar en

los resultados de la prueba de fracciones.

Las respuestas a la interrogante que evalta la comprension del significado
medida del nimero racional alcanza el 52% de respuestas correctas, penultimo en
el orden de jerarquias y solo seguido por el significado de razon. Este significado

tiene sus origenes en la necesidad de medir una longitud y unidad de medida que no
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cabe un namero entero de veces en ella, ésta puede fraccionarse para obtener una
medida mas precisa. La unidad de medida debia ser dividida en sub unidades de
medida para garantizar la realizacion. A pesar de la rica génesis historica y una
fenomenologia asociada que ostenta este significado, en los libros de texto y su
tratamiento en el aula es escaso; tal como se constato en el analisis del capitulo V.
De ahi que los resultados arriba presentados muestren dificultades en la comprension
del significado, en su tratamiento e interpretacion, al momento de solucionar una

situacion matematica de este tipo.

Finalmente, al dltimo y en orden descendente, se ubica la fracciébn como razén,
la relacion que existe entre dos cantidades de magnitud, la comparacién entre los
cardinales de dos conjuntos, como problema propuesto en la prueba (dado el cardinal
del conjunto de los libros de matematica y de investigacion, ¢Queé se puede decir del
numero de libros de investigacion respecto al nimero de libros de matematica?). La
comparacion se establece entre las cantidades que expresan el numerador y el
denominador y, por tanto, el orden en que se citan las magnitudes que se estan
comparando es esencial, Gairin y Sancho (2002). Los datos estadisticos punttan el
13% de empleo propio correcto del significado en la interpretacion de la situacion. A
pesar de que en los libros de texto se ha encontrado que se dedica un capitulo
Ilamado “Razones y Proporciones”, los resultados son desalentadores dado el bajo
porcentaje registrado. Eso implica que los estudiantes estan poco familiarizados con

este significado, pues lo confunden con la fraccion como parte-todo discreto.

En conclusién, los datos empiricos revelan que existe un ordenamiento jerarquico
en el porcentaje del empleo propio correcto del significado en la resolucion de las
situaciones matematicas de la prueba. Este orden parece mostrar una preeminencia
del significado parte-todo sobre los demas, (parte-todo continuo y parte-todo
discreto) sobre los significados operador, cociente, medida y razén. Una vez mas,
llama la atencion que los significados de medida y razon sean los menos resueltos, a
pesar que estos estan en la génesis historica y que, pese a ello, es la menos estudiada

y comprendida en la escuela.
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5.4.1.3 Grado de interpretacion de los significados del nimero racional

Para dimensionar los grados o niveles de comprension de los significados del

nimero racional se ha contabilizado el numero de respuestas correctas como lo

muestra la tabla del Anexo A.4.1y se ha establecido las siguientes categorias que se

describen a continuacion:

Primer grado: en este estadio se agrupan los estudiantes que logran responder
correctamente solo uno de los problemas propuestos en la prueba, esto es
independiente del tipo de significado al que corresponde el problema, solo
interesa el numero.

Segundo grado: Se considera el suceso de encontrar estudiantes que solucionan
solo dos problemas del cuestionario propuesto.

Tercer grado: Se tipifica como tal, el evento que un estudiante haya resuelto
hasta tres problemas.

Cuarto grado: Se encuentran los estudiantes que logran resolver hasta cuatro
problemas relativos a los significados del cuestionario en cuestion.

Quinto grado: Se ubicara en este grado los estudiantes que responden
correctamente hasta cinco situaciones problematicas de la prueba.

Sexto grado: Corresponde a los estudiantes que logran solucionar integramente

la prueba de comprension de los significados del nimero racional.

En la siguiente tabla 5.5 se exhiben los resultados de esta categorizacion para el

analisis de los niveles de comprension que arriba se ha establecido:

Tabla 5.5
Grado de Interpretacion del Significado del Nimero Racional
Frecuencia Absoluta del Nimero de Interpretaciones Correctas por Cursos

Grados de interpretacion

Primer Segundo Tercer Cuarto Quinto Sexto

grado grado grado grado grado grado
Tercero 0 7 6 3 6 0
Cuarto 3 0 5 6 6 0
Quinto 1 1 7 3 5 1
Total 4 8 18 12 17 1
Porcentaje 7 13 30 20 28 2

Elaboracién propia.
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La distribucion de los grados de interpretacion se configura de la siguiente
manera: cuatro estudiantes que significan el 7% de la muestra se ubican en el primer
grado, en tanto que s6lo un alumno, o sea el 2%, se sitla en el sexto grado de
comprension. Consideramos estos casos como particulares, porque pueden deberse a
situaciones fortuitas o resultados que se ajustan al comportamiento normal de las
muestras probabilisticas; sin embargo, estos resultados aperturan pistas para
investigaciones futuras que tendran el objetivo de confrontar estas intuiciones
preliminares. En el segundo grado de comprension se ubican el 13% de la muestra,
que junto con el primer grado acumulan el 20% de estudiantes que logran resolver de

uno hasta dos problemas.

Es alentador observar que en cifras acumuladas el 78% de los estudiantes
logran responder de forma correcta entre tres y cinco problemas del instrumento de
evaluacion, estos se ubican en el tercero, cuarto y quinto nivel de comprension, como

se puede observar en el grafico de barras de la figura 5.6.

30+

30
257 28

20+

154

Porcentaje

10- 13

4G _

0 T T I

Primer Grado Segundo Grado Tercer Grado Cuarto Grado Quinto Grado Sexto Grado
Grado de Comprensiom

Figura 5.6 Grados de comprension de los significados del nimero racional
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El empleo propio correcto (EPC) del significado en la resolucién de las
situaciones matematica que evaltan la comprension de las interpretaciones del

numero racional de los alumnos de formacion magisterial es de aproximadamente 4

(;< =3,65)de las respuestas correctas. En tanto, la mitad de los estudiantes
interpretan correctamente los significados adecuados en la resolucién, es decir logran
como maximo resolver cuatro situaciones problematicas (M, = 3,50) , mientras que la
otra mitad tiene mas de cuatro respuestas correctas. La mayoria de los estudiantes
tiene un desempefio de 3 (M, =3) respuestas con empleo propio correcto. Las
respuestas con empleo propio correcto se dispersan respecto a la media de 4 en
aproximadamente 1(s =1,27) punto. Como el coeficiente de variacion es de 35.8%,

la media aritmética es una medida no tan representativa de los datos; por
consiguiente, se debe considerarlo simplemente como un referente. Como la

asimetria (As =0,43) es mayor que 0 la distribucién es positiva, tal como se puede

observar en el grafico de barras 6.6, lo que revela que la muestra de estudiantes se
situa préximo a los grados tercero, cuarto y quinto de comprension. El coeficiente de

Kurtosis (k =0,333) indica que la curva correspondiente a la distribucion de

frecuencia es leptocdrtica (k > 0,263) por cuanto el coeficiente es mayor que 0,263.

Tabla 5.6
Frecuencia del Empleo Propio Correcto del Significado del Namero Racional
Grado Frecuencia Porcentaje Porcentaje
acumulado
1 4 6.7 6.7
2 8 13.3 20.0
3 18 30.0 50.0
4 12 20.0 70.0
5 17 28.3 98.3
6 1 1.7 100.0
Total 60 100.0

Elaboracién propia.
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5.4.2 Caracterizacion Cualitativa de los Significados

Dado que la evaluacion de un fenémeno de comprension no se puede limitar a su
dimension cuantitativa, en este numeral se realiza un acercamiento cualitativo e
interpretativo de los registros de representacion que el estudiante presento en la

resolucion de las situaciones con fracciones.
5.4.2.1 El significado de fraccion como “parte-todo” continuo

En este segmento se reporta observaciones referentes a la comprensién del
significado ‘parte-todo continuo’ de la fraccion, al responder a la interrogante N° 1;
“Si divido una barra de chocolate en cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para usted la accion de tomar 3 de un total de 4

trozos?”.

Los resultados revelan que los estudiantes en su mayoria tienen un dominio
total de esta interpretacion ya que los utilizan en sus respuestas; es decir, emplean
adecuadamente el significado pertinente en la situacion probleméatica como lo

demuestran las siguientes respuestas representativas.

1) Si divido una barra de chocolate en cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué significado
matematico tiene para usted la accion de tomar 3 de un total de 4 trozos?

Figura 5.7 Respuesta al problema del significado parte todo continuo. Estudiante 4-13

Este protocolo de resolucién manifiesta una cabal comprension del significado
en cuestion, pues en el proceso utiliza un pictograma y muestra la conversion al
registro simbolico fraccional, ademas de un enunciado verbal que interpreta el

significado de la fraccion.
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Las representaciones que mas utilizan son la simbdlica fraccional y pictorica. Asi
mismo, es interesante ver que algunos estudiantes relacionan esta acepcion con el

significado de porcentaje al identificar % con 75% y ¥4 con 25%.

Las siguientes muestras de respuestas de empleo propio incorrecto del
significado seran de utilidad para plantear conjeturas sobre las razones de estos
desaciertos. La interrogante es por qué se producen. Esta respuesta mas adelante se

abordara como fenémeno de interferencia. Ejemplos de errores:

1) Sidivido una barra de chocolate en cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para usted la accion de tomar 3 de un total de 4 trozos?

Chil%- 5% % | 0 Emple
ropio
jﬂy‘lﬁ":‘-tﬂ"‘{ /“'- At ctr e /Md‘m Incgrrecto(EPI).
0510 o 4-11

24 Daveud, talie troges y domean Trro _
'timx.f.rmn Ly %_ 2 une. bewvza (e b xR :)r)]terl:;rf(eilr)e.nua
'QWMMMQ Ceasen Y el
&de.u:!us s D pandi cie LA Yool

C lﬂ@c.cn.[ﬂ:tt 4'4

Figura 5.8 Respuesta equivocadas al problema del significado parte todo

En la figura 5.8 a) se observa una respuesta del tipo EPI en cual el estudiante
confunde la cuarta parte con ‘la tercera parte de un todo’, esta interpretacion
posiblemente esté relacionado con los ‘tres’ trozos sombreados que por ser tres lo
conduce a afirmar que es la tercera parte. Debido al caracter de las observaciones
empiricas estamos limitados para dar explicaciones a este tipo de respuestas, tan sélo
podremos plantear algunas conjeturas sobre determinado comportamiento. En este
caso, es probable que el error tenga sus causas en la distraccion o el olvido de la

interpretacion del significado parte-todo de la fraccion.
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La respuesta de la Figura 5.8 b) corresponde a una interferencia interna de
significados, pues se evidencia la posibilidad, siempre latente, de confundir la
interpretacion el nimero total de particiones con el nimero que se toma de ellos.
Esto tiene posiblemente su explicacién en el significado de fraccion como ‘division
indicada’ que tiene el sujeto como conocimiento previo al momento de interpretar la
situacion propuesta. Su razonamiento seria el siguiente: ‘¢ Qué se divide? ;el todo?.

En la respuesta se entiende que 4 enteros se divide entre 3 pero esta advertido que el

todo esta relacionado con el denominador que en este ejemplo es representado por 4.
Como resultado de su razonamiento entonces divide 4+3’, es claro el razonamiento
erratico del sujeto. Pero este proceder oscila entre las dos acepciones en conflicto,
porque la gréafica que presenta es correcta, pero como resultado de las

contradicciones mal manejadas su respuesta esta errada.

El significado de fraccion como parte de una unidad continua es el més
comprendido por los estudiantes de formacion docente: ‘divido una barra de
chocolate en cuatro partes iguales y tomo tres’, esta expresion revela que se trata de
una unidad continua, es mas escaso plantear situaciones de este tipo: ‘tengo cinco
libros, tres de matematica y dos de comunicacion, entonces digo tres quintos de mis

libros son de matematica’, situacion que indagamos en el siguiente numeral.
5.4.2.2 La fraccién en su acepcion parte-todo discreto

La interrogante ‘Si en una reunién de amigos son tres chicos y cuatro chicas,
¢ Que fraccién del grupo de amigos son chicos?’ tiene la intencion de averiguar en el
estudiante su conocimiento de la fraccion como ‘parte de un todo discreto’ que es

similar al anterior.

La mayoria de estudiantes la interpretan de forma correcta, comprenden que la
fraccion del grupo de amigos que son chicos es 3/7. Para ello, presentan
representaciones pictoricas de siluetas humanas; sin embargo algunos persisten en la
representacion continua de un rectangulo dividido en 7. En la interpretacion del
significado parte-todo discreto se encontr6 la influencia de la interpretacion parte-
todo continuo; asi, se constata en la respuesta del estudiante (3-17) del tipo empleo

propio correcto del significado que ilustra la figura 5.9 a).
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2) Sien una reunion de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?

2 chmeo a) Persistencia de
L o pictogramas continuos.
= ¢ o e/ €= F

(EPC).

2 grofuiomrent FFFA 11 [ ]

T

3 L % gon'con 3-17

b) Respuesta correcta
con pictogramas
discretos (EPC).

Figura 5.9 Respuesta al problema del significado parte todo discreto de la fraccidn.

El enunciado del problema no deja abierta la posibilidad de interpretaciones del

tipo de razén, sin embargo, se observa algunas confusiones en la interpretacion como

resultado de querer aplicar el significado de ‘la fraccion como razon’. Estas se

manifiestan en la siguiente respuesta del tipo interferencia interna:

2) Si en una reunion de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?

Vé”W fo# f’fﬁm'f"'c"gﬂw dzpwﬂ-ﬁ ceenige
{
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——— LL’?‘M'
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Figura 5.10 Respuesta al problema del significado parte todo discreto.
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Sostener que el numero de chicos es 4/3 delata el descuido en la percepcion de la
‘totalidad’ que el enunciado del problema sugiere ‘¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?” El enunciado del problema no deja abierta la posibilidad de

equivocacion si se lee bien.
5.4.2.3 La fraccidn en su significado cociente de enteros

Castro y Torralbo Afirman que la fraccién a/b significa cociente entre dos
numeros a entre b. (2001, p. 289). Este significado se origina de la necesidad de la
division. Asi Birkhoff y MacLane (1954) enuncian: “La division (excepto por cero)
es posible y uniforme en todo campo” Asi en un campo b x = a tiene solucién Unica
x = alb, con b # 0. (p. 42). La interrogante del cuestionario que tiene por objeto
auscultar si los estudiantes interpretan y evaltan este significado de fraccion es ‘Tres
amigos quieren repartirse 5 chocolates de manera equitativa, ¢Cuanto chocolate le
corresponde a cada uno de los amigos?’ La respuesta esperada es que el estudiante
explique el proceso de reparto, el razonamiento y calculos que utiliza para eso. Es
poco destacable que sefialen 1.66... , esto demuestra que conocen que se debe realizar
la division y efectuar la operacion. Lo importante de las repuestas radica en el
proceso matematico de distribucién del objeto. A continuacion se presentan los

calculos e ilustraciones de los estudiantes tal cual fueron realizados.

La Figura 5.11 a) correspondiente al estudiante (3-14), muestra un reparto por
pasos, primero asigna una unidad a cada uno: luego, cada chocolate restante es
fraccionado en tres, de los cuales asigna 2/3 a cada amigo. El resultado es una suma
5/3. Este procedimiento realmente es interesante desde la perspectiva didactica
porque evidencia la forma de proceder de muchos escolares frente a una tarea de este

tipo.

La respuesta del estudiante con cddigo 4-7 (Figura 5.11 b) exhibe un
razonamiento correcto segun la representacion gréfica, pero, la respuesta final es
equivocada. Segun la ilustracion, primero asigna a cada amigo una unidad, luego %

chocolate, seguidamente la mitad que resta lo divide en tres los que en producto de

fracciones es 1,1_1. Probablemente esta fraccion es lo que presenta como
2 3 6
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resultado olvidando sumar las anteriores asignaciones. Una solucion correcta debid

ser 141, 1_5 El estudiante realiza un razonamiento valido, tal como lo evidencia
2 3

la representacion pictérica, sin embargo, comete el error en la manipulacion de la
representacion simbolica numérica fraccional, a este fendmeno se le denomina como

un Empleo Propio Incorrecto del significado.

3) Tres amigos quieren repartirse 5 chocolates de manera equitativa, ¢ Cuanto chocolate le
corresponde a cada uno de los amigos?
-'?C.‘wcolﬂ'!@)—:‘s = i“‘%:f— ) I
e a) Empleo Propio
I 1
4 Sj L.':__:‘___-_,\___?__?._/_t__’_TJ-‘[ Correcto
LI, IS % 7y 45
a o3
) 3: b) Empleo Propio
e Incorrecto.
L{ 2
L
Jg e Laéﬁ. (% Lot = ] 4_7

Figura 5.11 Respuesta al problema del significado cociente de enteros.

De las observaciones se desprende que muchos errores tienen su origen en la

distraccion, mas no en los razonamientos o desconocimiento de propiedades.

Retomando el objetivo del item, se observa que un tercio de los sujetos
observados interpretan el problema utilizando el modelo de fraccion ‘parte-todo’;
este modelo es muy fuerte en las estructuras cognitivas de los estudiantes, quiza se
explique este fendmeno porque el significado parte-todo es el mas utilizado y sirvié

para introducir su aprendizaje desde la educacion primaria y secundaria.

5.4.2.4 Fracciones como medida

El objetivo de la interrogante 4 es evaluar la interpretacion del significado de la

fraccion como medida. El enunciado expresa “De la observacion de la figura. ¢Qué
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parte del segmento a es la medida del segmento b ?” . Respecto a esta tarea se
encontrd que 31 estudiantes de 60 efectdan la interpretacion y escriben la fraccion

6/9 correctamente.

La figura 5.12 a) muestra la solucién del estudiante (5-10), quien establece la

relacion correcta 9:% ademas explicita que el segmento b mide los 2/3 del

a
segmento a. Entre las respuestas correctas se ha encontrado respuestas del tipo 11 que
sin perjudicar la solucion hacen uso explicito del significado parte-todo continuo de
la fraccion, tal como se podra ver méas adelante cuando se analice los casos de

interferencias entre significados.

Es significativo y revelador en las respuestas erradas la intromision del significado
parte-todo en la interpretacion de medida del nimero racional. Segun la respuesta del
estudiante (3-21) (figura 5.12 b) el proceso de solucion involucra dos veces el
significado parte-todo continuo en cada segmento, y establece la relacion, la cual no
responde a la interrogante, es decir, la medida del segmento b. Si el proceso hubiera
continuado con despejar b el resultado seria correcto; pero, el estudiante no termina
comprendiendo que el segmento b son los 2/3 de a, este error invalida su respuesta
parcial y revela la interferencia del significado parte-todo continuo al efectuar la
conversion de la representacion grafica del segmento a su representacion simbdlica

numérica fraccional de 9/12 y 12/12.
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4) De la observacion de la figura. ¢ Qué parte del segmento a es la medida del segmento b?
a .
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Figura 5.12 Respuestas al problema del significado de medida.

5.4.2.5 La fraccidn en su significado de razon

Cuando la fraccion se usa como “indice comparativo” entre dos cantidades de
una magnitud se estd frente al significado de razén del nimero racional. En esta
interpretacion no existe un todo como unidad implicita (Llinares y Sanchez, 1988 p.
67). Asi la interrogante es: “En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son de
matematicas y 4 de investigacion; ¢Qué se puede decir del nimero de libros de

investigacion respecto al numero de libros de matemética?”” El todo no es nueve,

porgue la pregunta pretende comparar dos cantidades de libros con la frase ‘respecto

al nimero’ se entiende el nimero de libros de investigacion respecto al nimero de

libros de matematica. En las respuestas de los estudiantes evaluados se encuentra que
en sus razonamientos confunden este significado con el de la fraccion como parte-

todo.

Si bien, el problema pide encontrar la razon “..el ndmero de libros de

investigacion respecto al numero de libros de matematica...”, también, sera valida en

232



el estudio, la relacion de razén en el sentido inverso “...el nidmero de libros de

matematica respecto al numero de libros de investigacion...”, asi mismo se ha
encontrado la razon “...el nimero total de libros respecto al nimero de libros de
matematica...” (el todo respecto a la parte) que del mismo modo es una razén. A

continuacion se presenta los tres casos de razén que se pudo encontrar en las pruebas.

Primer caso: La Numero de libros

parte respecto a  de investigacion Forat ot Lbwr = 4
la parte. respecto al nimero W““ - =
Empleo Propio  de libros de i piiipas e =
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Figura 5.13 Respuestas al problema de significado de razon.

De los sesenta estudiantes que fueron evaluados, solo catorce lograron
solucionar satisfactoriamente la cuestion relativa a la fraccion como razén que se
ajusta al primer caso. El segundo caso, si bien es una interpretacion de razén que
posee las fracciones, no se ajusta al enunciado del problema, luego, se la tipifica
como el Empleo Propio Incorrecto del significado de razon, pero en discordancia

con el enunciado de la situacion.

La respuesta errada mas frecuente es ““los libros de investigacion representan 4/9

del total mientras los libros de matematicas son 5/9°” en todas estas se descubre una
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interferencia en la interpretacion de la fraccion como ‘parte-todo discreto’ (tercer
caso). Esto muestra la poca flexibilidad en la percepcion de otros significados de la
fraccion. Probablemente sea resultado del predominio de este concepto en los libros
de texto y la forma como es abordada la ensefianza de los nimeros racionales desde
la educacion primaria hasta la secundaria. Una solida comprension de los diferentes
significados y formas de representar las fracciones, es la esencia de la flexibilidad al
trabajar con nameros racionales. Los estudiantes deben manejar con facilidad a

generar y reconocer formas equivalentes de fracciones (NCTM. 2000)
5.4.2.6 La fraccién como operador

La fraccion como operador actia como una maquina o caja negra en el que
ingresa una determinada situacion inicial, actuando sobre ella para modificarla y
finalmente obtener un producto final como lo explica Castro y Torralbo (2001, p.
291).

La cuestion numero seis de la prueba diagndstica, evalda si los estudiantes
conocen este significado, interpretan y utilizan para solucionar situaciones que
demandan su uso. Esto requiere la aplicacion directa del operador, como se observa
en el enunciado del problema: “En un salon de los 35 alumnos aprueban matematica
los 4/5 ¢ Cuantos aprueban matematica? ¢Qué significado matematico tiene aqui la

fraccion 4/5?”.

La solucion méas frecuente presentada por los estudiantes de los tres niveles es
“34 x 4/5 = 28 = 28 alumnos aprueban matematicamente. La fraccién “4/5
significa que de cada 5 alumnos 4 aprueban matematica”. En términos generales los
estudiantes no tienen dificultades para encontrar la respuesta. En la fgura 5.14 a) se
observa el proceso de solucion, primero se aplica el numerador del operador,
seguidamente se divide por 5. Ademas, son importantes las ayudas que utiliza en la
resolucion cuando empareja 7 con 4 para entender el significado de la multiplicacion
de 7x4.
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6) En un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 4/5 ¢ Cuantos aprueban matematica?
¢ Qué significado matematico tiene aqui la fraccién 4/5?
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a) Respuesta tipo:
Empleo Propio
Correcto del
significado.

3-19

b) Respuesta
Incorrecta del tipo:
Interferencia Interna

4-2

Figura 5.14 Respuestas al problema con significado de operador.

Encontramos persistentemente el uso de representaciones pictdricas continuas,

aun en problemas como éste que es materia de andlisis. Asi, el estudiante (4-2)

entiende que el denominador del operador divide al nimero de alumnos (35), pero

luego pinta la representacion rectangular y en la interpretacion de la figura utiliza el

significado parte-todo y comete el error, tal como se ilustra en la figura 5.14 b). Es

indudable que en el intento de aplicar el operador se divide 35 entre el denominador,

pero se presenta el fendbmeno que denominamos Interferencia Interna del significado

parte-todo que se manifiesta en la representacion pictorica continua y como resultado

concluye que 4/5 de 35 es 20.
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5.5 REPRESENTACIONES EN LOS SIGNIFICADOS DEL
NUMERO RACIONAL

5.5.1 Analisis Cuantitativo de los Sistemas de Representacion

La comprension de los significados del nimero racional se evalGa desde las
representaciones verbal, grafica y simbdlica. Los sistemas de representacion
expresan el significado de este objeto matematico, en tal sentido, las representaciones
matematicas integran dos entidades relacionadas mutuamente: uno, el objeto
representante (representaciones) y dos, el objeto representado (los numeros

racionales como entidad matematica abstracta).

La aplicacion de las pruebas nos lleva a recoger informacién sobre las
representaciones exteriores que manifiestan los estudiantes. En este informe estas
representaciones son analizadas, ademas de levantar conjeturas sobre los significados
gue se asignan a estas representaciones para interpretar la comprension que tienen

sobre los niimeros racionales.

Tabla 5.7

Tipos de Representaciones Utilizadas en las Respuestas a las Seis Preguntas.
Facultad Ciencias de la Educacion Especialidad Matematica e Informatica: 2004
Porcentaje de Respuestas Correctas

Tipo de representacion utilizada
Significado Verbal Simb@l_ica Simbg’)l_ica Simbéli_ca Picté_rica Pif:térica Porcentaje | VVenn
Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta
V SNF | SND | SA PC | PD | SNp | DV

Parte-todo continuo 57 97 69 3
Parte-todo discreto 29 98 2 8 19
Cociente 30 91 42 2 36 23
Medida 5 75 39 5
Razén 57 89 8 15 10 4 4
Operador 38 83 8 8 12 9

Elaboracién propia.
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Porcentaje
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Verbal Simbdlica  Simbdlica Pictérica Pictérica Decimal Porcentaje Venn
Numérica  Algebraica Representaciones

O Parte-todo continuo M Parte-todo discreto O Cociente OMedida ERazén O Operador

Figura 5.15 Tipo de representaciones por significados del nimero racional

La tabla 5.7 revela que la representacion pictdrica continua es una constante: Si
bien ésta es pertinente a los significados ‘parte-todo continua’, esta persiste en la
solucion de las cuestiones que corresponde a otros significados. Los casos mas
resaltantes son los correspondientes a los significados de ‘cociente’, ‘operador’ y
‘razon’, a pesar que en la resolucion de estos problemas no son necesarios los
registros pictoricos, los estudiantes prefieren realizarlos, quizas con la esperanza de
alcanzar una comprension de la situacion problematica; sin embargo, en muchos

casos ésta resulta contraproducente como quedo evidenciado en la figura 5.14 b) .

La representacion decimal estd muy ligado al significado de ‘cociente’, pues, el
estudiante efectlia la division indicada como es natural. Un hecho importante es el
predominio de las representaciones simbdlica numérica fraccional, ésta sobrepasa el
89%, es decir, la mayoria de los estudiantes utilizan con mucha destreza el registro
de representacion fraccional. Ademas se ha encontrado que ciertos estudiantes
utilizan en forma indistinta otras representaciones como los diagramas de Venn,

notacion porcentual, decimal y simbolica algebraica.
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En conclusion, se descubrid en los protocolos de solucion de las seis cuestiones,
que los estudiantes manipulan con mayor frecuencia y dominio las representaciones
simbdlicas fraccional y “pictérica continua’. Esta Gltima, a pesar de no ser pertinente,
se usO en todos los significados y su presencia es una constante, ya sea como

elemento principal de la solucion o como un auxiliar para entender la situacion.
5.5.1.1 Significado parte-todo continuo y sus representaciones

Como es natural en la solucion de un problema de enunciado verbal la presencia
de las representaciones simbolica verbal y numérica, ademéas de sus traducciones,
seré la mas frecuente. El enunciado verbal de la fraccion solucion se encontré en el
57% de los estudiantes, en tanto que el 97% utiliza el registro de representacion
simbolica numérica fraccional. Es relevante encontrar que el 31% de los estudiantes

no utiliza la representacion gréafica pictdrica en la solucion del problema.

El comportamiento del uso de registros de representacion en la solucion del
problema es el mas adecuado, pues no se observa irregularidades que llamen la

atencion.
5.5.1.2. Significado parte-todo discreto y sus representaciones

Cuando se enfrentan a la situacién que corresponde al significado de parte-todo
discreto: “Si en una reunién de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ¢Qué fraccion
del grupo de amigos son chicos?”, en la solucién no es significativo el uso de las
representaciones graficas pictoricas discretas, ya que, segun los datos estadisticos,
apenas llega al 19%. Ademas, es notable la presencia de la representacion grafica
continua, que llega a ser del 8%, a pesar que este tipo de graficos no es apropiado a

la situacion problematica.

Respecto a la representacion simbolica verbal ésta se encuentra disminuida al
29% en tanto que la representacion simbdlica numérica fraccional es la que

predomina, de forma similar al caso anterior.
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5.5.1.3 Significado cociente y sus representaciones

En la solucion del problema de significado cociente, como es natural, se espera
una respuesta basada en la representacion simbolica; sin embargo, se ha encontrado
que un 36% utiliza representaciones del tipo pictorica continua. Son interesantes las
conversiones que se realizan de simbolica a gréfica pictdrica continua y viceversa,
ademas, queda pendiente averiguar por qué el estudiante utiliza los registros
pictdricos, cuando no es necesario en estricto. Al estado de la investigacion sélo se
puede especular y suponer que estas representaciones cumplen un rol auxiliar para la
comprension del enunciado del problema y en la resolucién misma. Evidentemente,
esto ocurrira si el estudiante no comprende que el problema se soluciona con un
simple cociente indicado. Los datos dejan percibir que la presencia de las
representaciones pictdricas continuas es una constante en cada uno de los protocolos

de solucion de las seis cuestiones de la prueba.

Como resultado de establecer el cociente indicado 5/3, el 42% de los estudiantes
proceden a efectuar la division y dan como resultado el namero decimal 1,666... que
es una representacion mas del namero racional y en la investigacion presente no se

estudia, motivo por el cual solo nos limitamos a sefialar esta observacion.
5.5.1.4 Significado de medida y sus representaciones

El enunciado del problema N° 4 de significado “Medida” tiene una caracteristica
especial. De los seis problemas es el Unico que acomparfia una representacion gréafica
de segmentos denotados por simbolos alfabéticos (segmento a y b). Seguramente
estas particularidades del enunciado configuran el tipo de representacion que el
estudiante usa en la solucion. Se ha encontrado que un 39% de los estudiantes utiliza

representaciones simbolicas algebraicas como resultado del tipo de enunciado.

Aparentemente, la representacion pictérica parte-todo continua se ha convertido
en una constante. A estas alturas de la investigacion, podemos afirmar, con certeza,
que las representaciones pictéricas continuas estdn presente en la solucién de

situaciones problematicas que evaltan la comprension de los significados de medida,
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razon cociente y hasta operador. Como se constata en este caso que analizamos, esta

representacion se presenta en el orden del 5% de las respuestas.
5.5.1.5. Significado de razdn y sus representaciones

En la solucién del problema con significado de razon los estudiantes utilizan,
como es natural y con mayor frecuencia, la representacion simbolica numérica, pero
ademas, también utilizan los pictogramas de trazo continuo (15%) y discreto (10).
Por la naturaleza de las interrogantes los estudiantes emplean la representacion
simbolica verbal que alcanza el 57% para responder a la cuestion “;Qué se puede
decir del ndmero de libros de investigacion respecto al ndmero de libros de

matematica?”

Si bien las representaciones graficas pictoricas continuas y discretas se adecuan a
situaciones de significado parte-todo del nimero racional, sin embargo se observa
que el estudiante siempre acude a la visualizacién para poder comprender el
enunciado del problema. Lineas adelante haremos un analisis mas profundo para
averiguar, aun cuando no es necesario, por qué se recurre a las representaciones
pictoricas en la resolucion de problema de significados razon, medida, operador y

cociente.
5.5.1.6 Significado operador y sus representaciones

El significado del namero racional como operador tiene su origen en la propia
matematica y por esa razon, posiblemente cuando un estudiante de formacion
docente se enfrenta a un problema de este tipo, no encuentra mayor dificultad, y en
su resolucion prefiere utilizar la representacion simboélica numérica con mas soltura 'y
fluidez. Como el grafico de barras lo muestra, los demas tipos de representacion se
usan con menor frecuencia; de todas ellas, sélo el verbal y pictorico alcanza el

porcentaje considerable del 38% y 12% respectivamente.

Se ha encontrado que existen representaciones marginales de poca incidencia,

como los diagramas de Venn o la simbdlica numérica porcentual que hacen su
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presencia muy pocas veces en la presente exploraciéon, tal como se puede observar en
latabla 5.7.

5.5.2 Actividades Cognitivas Relacionadas a las Representaciones

Las observaciones de este numeral se realizan fundamentalmente en base al
Anexo Il que presenta los protocolos de solucidn de la totalidad de los estudiantes,

para este efecto se ha optado por escanear las soluciones.

5.5.2.1 Las representaciones en la comprension del significado parte-todo

continuo

En la solucion de la cuestion ndmero 1, los registros de representacion que
utilizan los estudiantes son el verbal, pictérica continua y simbdlica numérica
fraccional, esencialmente; sin embargo, también se presentaron casos de
representacion porcentual. La representacion verbal aparentemente es utilizada para
comprender el enunciado del problema ya que se realizan parafrasees del mismo o

identificacién de los datos de la cuestién.

Las trasformaciones entre sistemas de representacion se describen como
operaciones aritméticas y como la suma de fracciones homogéneas unitarias y restas.
Las conversiones entre las representaciones mas usuales son las del registro pictérico
continuo al simbdlico numérico fraccional. Como en el caso del estudiante (4-20) la
suma de fracciones se sustenta en la representacion pictérica. Como, lectura de la
solucion, a manera de respuesta se utiliza el registro verbal con enunciados como
“tomo 3 de un total de 4™ (3-9) o “tres cuartos™ (4-10). También se ha encontrado
respuestas de tipo porcentual que asocia la fraccion ¥ con el 75% (3-2). En
conclusion, en las soluciones se ha encontrado el transito o conversion que parte del
parafraseo del enunciado del problema a la representacion pictérica continua,
seguido de la representacion simbolica fraccional y, finalmente, un registro verbal

que enuncia la solucidn a los problemas.

Quizas por la naturaleza de la cuestion se ha encontrado respuestas sin mayores

argumentos, que sefialan por simple inspeccidn la solucion ¥a.
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5.5.2.2 Las representaciones del significado parte-todo discreto

En la solucidn a la cuestion de significado parte-todo discreto se ha utilizado
los registros de representacion pictorica continua, pictorica discreta, verbal y
simbdlica numérica fraccional (SNf). Las transformaciones al interior del registro
SNf son de naturaleza aritmética como la suma de fracciones unitarias homogéneas
que se presenta en el protocolo del estudiante (4-13). Este mismo estudiante realiza

una conversion de representacion pictérica continua a simbolica fraccional.

Un dato importante es la intromision de la representacion pictdrica continua en la
resolucion de un problema de parte-todo discreto, tal como se ilustra en la figura 5.16
b). Asi mismo, los estudiantes: (3-15), (3-17), (4-8), (4-13) y (5-18) utilizan
pictogramas de rectangulos como unidad continua (véase el anexo 7). Un caso
especial es el estudiante (5-17) (figura 5.16 a) que muestra una simbiosis de una
representacion pictdrica continua y discreta a la vez; esto revela la intromision del
significado parte-todo y sus representaciones graficas en las demas acepciones.

Véase la siguiente figura:

2) Si en una reunién de amigos son tres chicos y cuatro chicas, ¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?

B chicor Aifp OMd oM ik T euwliveo a) Simbiosis de las
4 ehieaa s & ndounces, - < representaciones
¢ - pictdricas continuas
. : y discretas.
ﬁ ehacas, /g.lg \% lg- l‘%\;ﬂ?ﬂ Tipo EPC: (5-17)
T chueng :
F

3 e
v (’/h"cz/ e F b) Interferencia de la
=3 ¢f :

representacion

- pictdrica continua.
:_3_.. WM&:“A mw Respuesta del tipo
+ EPC. (3-17).

Figura 5.16 Simbiosis e intromisidn del registro pictérico continuo y pictérico discreto.
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Las conversiones mas usuales que realizan los estudiantes son de Pictérica
Discreta (PD) a Simbolica Numérica Fraccional (SNf) y viceversa. Se cree que esta
conversion es casi unidireccional porque el estudiante lo utiliza para comprender el
enunciado del problema, al igual que la representacion verbal, para identificar los
datos y luego proponer la solucion utilizando la representacion simbdlica. Un caso
paradigmatico en el que se puede observa el proceso arriba descrito es el ilustrado en
la figura 5.16 a). También se han encontrado protocolos en que se utiliza la
representacion verbal para enunciar o explicar la respuesta, con frases como “Si el
total es 7 de los cuales 3 son chicos estamos hablando de 3/7” (4-16), 0 “3/7 es la

fraccidn que representa a 3 varones de un total de 7 amigos” (4-20).
5.5.2.3 Las representaciones del significado cociente

La fraccion en su significado cociente fue evaluada con la situacién (S4) cuyo
enunciado es ““Tres amigos quieren repartirse 5 chocolates de manera equitativa,
¢ Cuénto chocolate le corresponde a cada uno de los amigos?”, las representaciones
que utilizan los estudiantes son: verbal (V), pictérica continua (PC), simbdlica
numérica fraccional (SNf) y simbdlica numérica decimal (SNd). La naturaleza del
problema demanda el uso casi exclusivo de las representaciones simbdlicas y de
hecho, se ha constatado esta tendencia; ademas, se ha introducido la representacion
decimal que no es materia de tratamiento de nuestro estudio; sin embargo, se ha

realizado un analisis tangencial de dicho evento.

Las transformaciones al interior del registro simbdlico se realizan primero, para
efectuar la division el cociente indicado, segundo, para realizar suma de fracciones
homogéneas y también, en la conversién de fracciones impropias en nimeros mixtos.
Se ha encontrado también casos de representaciones algebraicas como es el caso del
estudiante (3-1). Un dato importante es la identificacion de la division con la fraccion

53~ % tal como lo realiza el estudiante (3-8).

Se viene comprobando la presencia regular de la representacion pictorica
continua, aun en problemas como éste que evalUan la comprension del significado

cociente del nimero racional. Se percibe que el uso de los pictogramas continuos
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tiene doble utilidad indistintamente; primero, como auxiliar para comprender el
enunciado del problema y segundo, como objeto sobre el cual se realiza
transformaciones para encontrar la solucion. Dentro de la primera clase se encuentra
los estudiantes (3-10), (3-7), (3-6), (3-15), (4-1), (4-2), (4-4), (4-6), (4-8), (4,9), (4-
12), (4-19), (5-1), (5-16), (4-1), (4-2), (4-4), (4-6), (4-8), (4-9), (4-12), (4-19), (5-1)) y
(5-16); y entre la segunda clase se ubica los estudiantes (3-11), (3-14), (3-13), (3-19),
(3-21), (4-5) (4-7) (4-13), (5-15) y (5-18), situaciones que se puede observa en el

anexo 7. La figura siguiente ilustra ambas situaciones:

3) Tres amigos quieren repartirse 5 chocolates de manera equitativa, ¢Cuanto chocolate le
corresponde a cada uno de los amigos?

m I@ 177 ey &mw a) Pictogramas

continuo y discreto

'? 2 g ]"Ms‘*"-_ 351——;‘ para entender el

enunciado del
s Plomteainde Fewensss % sdabb.... problema.

— Tipo EPC: (3-10
FET5 e e

b) Pictograma

continuo en el
ﬁ @_’!" proceso de solucion
de problemas.

6' Tipo EPC: (5-15)

:EE:?E’;';‘

Figura 5.17 Dos utilidades del pictograma continuo y discreto.

La tendencia en las conversiones se esbozan en los siguientes sentidos.

Principales:

- De la pictorica continua a simbdlica numérica fraccional (4-1), en este caso es
evidente que el estudiante tuvo la necesidad de imaginar la barra de chocolate
que debia ser dividido en tres.

- De pictorica discreta a simbolica numérica fraccional (5-1).
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Secundarias:

- De pictorica continua y discreta a simbélica numérica fraccional y decimal (3-
10) y (3.13). En este caso el estudiante manipula simultdneamente cinco tipos de
registros (PC, PD, V, SNf y SNd).

- De verbal a simbdlica numérica fraccional (5-10), en este caso se muestra una
explicacion verbal del proceso de razonamiento empleado para solucionar el
item.

- De pictérica continua a simbolica numérica fraccional y verbal. Esta ultima
usualmente es utilizado para enunciar la respuesta a manera de conclusion (3-
19), (3-21).

- De npictorica continua a simbdlica numérica fraccional y decimal

simultaneamente (3-21) y (5-18). (véase el Anexo III)

5.5.2.4 Las representaciones del significado de medida

En las soluciones a la cuestion namero 4 se encontré que los registros de
representacion utilizados son: el simbolica numérica fraccional, simbdlica algebraica,

verbal, pictdrica continua y simbolica numérica decimal, en orden de prioridad.

Un rasgo relevante, es que a pesar que la cuestion en su enunciado presenta un
gréfico de segmentos, se ha hallado estudiantes que necesitan el auxilio de
representaciones pictdricas continuas para comprender la relacion parte-todo que esta
implicito en el significado de medida. Es el caso de los estudiantes (3-9), (4-7) y (4-
8).

Las transformaciones al interior de un sistema de representacién son de
naturaleza aritmética, se trata de simplificaciones; 9/12 = % 6 6/12= %, tal como lo
realiza el estudiante (3-19). Las conversiones entre sistemas de representaciones se
producen de pictorica continua a simbolica numérica y verbal, es el caso de los
estudiantes (3-22) y (5-17). En algunos casos se ensaya razonamientos verbales antes
de proponer representaciones simbolicas. Se ha advertido también el uso de
representaciones pictdricas continuas adicionales como son los casos arriba

sefialados. Por la naturaleza del enunciado, en el que se denota con a y b los
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segmentos, se ha introducido la representacion simbdlica algebraica en las

soluciones.

Los estudiantes (5-10) y (5-15) exhiben soluciones que transitan de la simple
inspeccion de los graficos de segmentos a las representaciones simbolicas
algebraicas (b/a=6/9=2/3) y respuestas verbales como ““b es los 2/3 de a”. Estos

eventos se presentan con frecuencia en los demas estudiantes.

Un fendmeno que parece ser una regularidad es la dificultad que manifiestan los
estudiantes para establecer la relacién correcta, cuando parten de la acepcion parte-
todo continuo de cada segmento (9/12 y 6/12); en ningln caso se ha observado que el
estudiante logra establecer la relacion 6/9 6 2/3. Tal como se suscita en los
estudiantes: (3-4), (3-19), (3-21), (4,1), (4,12), (4-15), (4-18), (4-19), (5-4) y (5-7).

- . ., 6 .
Lo logico seria establecer la reIaCIon@ _8_2 pero todo los sujetos que proceden

%293

de esta manera no consiguen resolver con éxito la cuestion. De esta observacion
afirmamos que el significado parte-todo en los procesos de conversion entre los
registros de representacion (de pictérica continua a simbolica numérica fraccional o

algebraica) interfiere en los razonamientos de los sujetos y los desvia hacia el error.
5.5.2.5 Las representaciones del significado de razén

La evaluacion del significado de razon del niamero racional se efectla a través
de la situacién problematica ““5) En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son de
matematicas y 4 de investigacion; ¢Qué se puede decir del nimero de libros de
investigacion respecto al nimero de libros de matematica?”’, los resultados muestran
que, respecto al uso de las representaciones, los tipos de registro son: en orden de
prioridad, simbolica numérica fraccional, verbal, pictorica discreta, pictérica
continua, simbdlica algebraica, simbolica numérica porcentual y diagrama de Venn.
Como revelan los resultados cualitativos, en este asunto tenemos mayor variedad de

representaciones; sin embargo, el mas usual es el simbolico numérico fraccional.
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A diferencia del caso anterior, en éste, el uso de las representaciones pictoricas se
limita a ayudar al estudiante en la comprension del enunciado del problema, mas no
en procesos heuristicos de solucion de la situacién matematica. Mas bien, este
fendmeno revela la interferencia del significado parte-todo en la interpretacion de la
razén entre el nimero de libros de investigacion y de matemaética. Es interesante
encontrar que aun en problemas, como éste, no son necesarias las representaciones
pictoricas continuas, pues éstas estan presentes como se puede observar en la
solucién del estudiante (5-18). Por otro lado subsiste la interpretacion parte-todo

continuo en las respuestas erraticas, este fendmeno es una constante.

En los dos casos del diagrama de Venn (5-16) y (4-10), éste sirve para tratar de
entender el enunciado del problema, mas no consigue su propdésito, ya que, no ayuda

a resolver la situacion.

El ndmero racional como “razén” 4/5 no representa la particién de ningln
objeto, sino la relacion que existe entre dos cantidades de magnitud, (nUmero de
libros de investigacion y de matematica). La figura 5.18 ¢) compara los cardinales
de dos conjuntos, pero no logra establecer la razon. La comparacion se establece
entre las cantidades que expresan el numerador y el denominador y, por tanto, el
orden en que se citan las magnitudes que se estan comparando es esencial (Gairin y
Sancho, 2002). En este sentido la respuesta del estudiante (4-10) establece la razon
inversa, es decir, 5/4. Si se pretende evaluar la interpretacion de significado de
razon de las fracciones seran validos, pero, si se requiere evaluar la comprension del
enunciado del problema “;Qué se puede decir del numero de libros de
investigacion respecto al namero de libros de matematica?” la razon inversa en

cuestion sera considerada invalido.
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5) En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son de matematicas y 4 de investigacion; ¢Qué se
puede decir del nimero de libros de investigacion respecto al nimero de libros de matematica?

Lotmes = 7 s = = .
ﬂ.:,/ﬂw"'_'f“’_' gggg > i a) Pictograma continuo
hestigas =¥ Z para comprender el

5 K enunciado del

; o emuesd ™ represemia problema desde el
?( -d Mmi:::! gff:.a;mdiub:t :'i ,m.z:: +¢:i que significado parte todo.
A g Tipo II: (5-18)

e =9 m=s = 5
NPy [nﬂnm = 9 Foy 129 z =
Jiban b abepwobtiaz & =9
Ao O v ﬂi—}_‘_ o)) =z
Se et dsﬁnmlmbhoadawﬂk‘&mmhmmw (m)(’r)—_.—_f( Y=
Poatie d o ponfiyy %u_ff“l(b Jiham o wurkenndtiom,
b) Pictograma continuo, interferencia del c) Diagrama de Venn. Comprende
significado parte todo en el proceso de solucion Tipo EPI: (4-10)

de problema. Tipo EPI: (3-15)

Figura 5.18 Tres casos de representaciones fallidas por interferencias de significado.

La fraccion como indice comparativo entre dos cantidades de una magnitudes
determinadas puede admitir las siguientes relaciones parte-parte, todo-todo y en la
frontera de la diferencia se puede comprar el todo con la parte o la parte con el todo
como una razon. En esta interpretacion es importante fijarse en la bidireccionalidad
de la comparacion que se puede leer: A es a/b respecto a B 6 B es los b/a con relacién
a A. Luego, podemos admitir como respuestas validas las razones 4/9 que tratan de
la razén parte-todo, lo que demostraria la incomprension del enunciado del problema
que exigen la razon entre el numero de libros de investigacion respecto al nimero de
libros de matematica. Es el caso de la mayoria de estudiantes que confunden la razon

parte-todo con la razon parte-parte, que es la que se pide en la situacién matematica.

Las caracteristicas de las conversiones y transformaciones en las soluciones a
este problema son similares a los anteriores con pequefias variantes que se describen
a continuacién. Las transformaciones que se manifiesta en la solucién del estudiante
(3-5) muestra la fraccion de fracciones y el uso de la regla “multiplicar extremos con

extremos y centros con centros”, ademas de la simplificacion.
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5.5.2.6 Las representaciones del significado de operado

Los registros de representacion que se manifiestan en la solucion a los problemas
que evalua el significado de operador son diversos, pero esencialmente existe un
predominio de la representacion simbolica numérica fraccional (SNf), en tanto que
las demas se exteriorizan con menor frecuencia. Entre éstas, se perciben la verbal,
simbdlica algebraica, pictérica continua, simbolica numérica decimal, simbolica

numérica porcentual y diagrama de Venn.

Las respuestas a la cuestion “En un salén de los 35 alumnos aprueban
matematica los 4/5 ¢Cuantos aprueban matematica?” no revelan mayores
dificultades, sino mas bien, la mayoria de los estudiantes aplican de forma correcta el
operador 4/5.

Un dato que contribuye a la hipotesis es la persistencia de la representacion
pictérica continua. Se ha encontrado resoluciones correctas y erraticas que se

fundamentan en pictogramas de rectangulares y analogos. Veamos la figura:

6) En un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 4/5 ¢ Cuantos aprueban matematica?

) a) Pictograma continuo en
z z 7 ¥ = 75 la solucion de la situacion.
- % = 72 alwinen Tipo 11: (3-13)

‘v‘ /)Vaj;mi‘ccr: ‘ a‘/fuf gaul ?’ alim.-.ﬂ-

orea %

@_@/@_@_@_@—@ =35 Aluxa 35x4 — Zgnkf
5 ”
IR =y 5
5
—;’- veaaTa, G el e\ Qe n 3 alomaes o mades m
Pot Buoamkim R

b) Pictograma_contin_uo que interfiere en la C) Pictograma continuo que no revela su
correcta solucion.. Tipo Il: (4-12) utilidad en la solucién. Tipo EPC: (5-11)

Figura 5.19 Tres casos de persistencia de los pictogramas continuos y analogos.
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Los pictogramas parecen jugar dos roles, uno como elemento auxiliar para
entender el enunciado del problema (figura 5.19 c) y el otro, como elemento que

ayuda en la solucion del problema (figura5.19a) y b).

Las conversiones que se manifestaron son las que muestra el estudiante (3-5) que
recorre de un registro SNf a SNd y luego a SNp. Este caso explica la comprension
que ostenta el sujeto al asociar diferente registros simbdlicos. En algunos casos
enuncian la respuesta en forma verbal o explican el significado del operador con

frases como ““4 de 5 aprueban’ o ““de cada 5 alumnos 4 aprueban matematica”.

g_=> 4 +5 =0.8 ——mr 80 %

El significado de operador también estd asociado al porcentaje. Se ha hallado
soluciones que utilizan la ‘regla de tres simple’, tal es el caso del estudiante (5-17)
que identifica la unidad (1) con el 35y 4/5 con la incognita x; o el caso errado del
estudiante (4-5), quien identifica 35 con el 100% y 4/5 con la incdgnita. Méas aun,
luego de encontrar x=2,2% no se percata que 4/5 no puede ser el 2,2%, hecho que
revela la falta de capacidad para estimar la magnitud del nimero de alumnos

aprobados asociado a la fraccion 4/5 (véase el Anexo IlI).

5.6 FENOMENO DE LA INTERFERENCIA ENDOGENA DE
SIGNIFICADOS DEL NUMERO RACIONAL

Con el objeto de mostrar la potencialidad practica de la propuesta interpretativa en
el escenario de valoracion considerado, se lleva a cabo un estudio empirico
descriptivo de caracter exploratorio, que tiene como propoésitos fundamentales
evidenciar y caracterizar el fenomeno de interferencia en la eleccion y uso de
conocimientos en el caso concreto de la fraccidn y sus significados, ademas de poner
en manifiesto aspectos relevantes de la comprension de este conocimiento
matematico a través de los sucesos significativos identificados en la descripcion de

dicho fenémeno.

El analisis e interpretacion de resultados en el &mbito de la comprension de los

significados de la fraccidbn muestra los resultados obtenidos en la experimentacion,
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los cuales nos permiten profundizar en los dos aspectos principales ya mencionados
vinculados con la comprension de la fraccion manifestados en su eleccion y empleo:
la extensién de los conjuntos personales de situaciones de los participantes, a través
del analisis de interferencias externas y la naturaleza del vinculo situacion-fraccion,
mediante el estudio de interferencias internas. Los eventos relevantes identificados
en cada una de estas facetas asi como en la relativa a la adecuacion del uso del
significado de la fraccion que le es propio a cada situacion (aspecto este elemental en
el proceso valorativo) son interpretados en términos de comprension, siguiendo el

modelo presentado.

Tabla 5.8
Frecuencia Absoluta y Relativa Porcentual de Respuestas Dadas por Categorias
0,
Categorias de respuestas| S1 % S2|% |S3|% | S4 |% | S5 |% | S6 | % |[TOTAL| %
Empleo Propio
Correcto 53 [88|47|78/36|60| 31 |52| 8 |13| 38 |63| 213 |59
Incorrecto 4 7|7 |12|12|20| 10 (17| 3 5 2 3 38 10
Interferencia
Externao Exdgena| 2 | 3 6110 3 | 5| 1 (2| 7 |13| 19 5
InternaoEndégena| 1 |2 |4 |7 |4 |7 | 14 |23| 44 |73| 9 |13| 76 |21
Dudosa 2 |3 12 |3 2 3 4 7 4 7 14 4

Elaboracién propia.

La tabla 5.8 muestra la frecuencia de las respuestas dadas a las seis tareas del
cuestionario distribuida por categorias. De una primera observacion de las
puntaciones totales se desprende que en las situaciones planteadas hubo un empleo
mayoritario de la fraccidn sobre otros conocimientos. El establecimiento general del
vinculo ‘situacion-fracciéon’ y el uso preferencial dado a la fraccion en situaciones
no-exclusivas se interpretan precisamente como acciones favorables que respaldan
una valoracion preliminar positiva de la comprension de los participantes en lo

referente a la extension de sus conjuntos personales de situaciones.

5.6.1 Perspectiva Cuantitativa de las Interferencias entre Significados

La tabla 5.9 presenta los hallazgos de las interferencias entre significados del
namero racional, observados en los protocolos de solucion de los seis problemas de
la prueba sobre comprension del significado del nimero racional, que tienen el

objetivo de evaluar la comprension de las interpretaciones o significados del nimero
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racional en su representacion fraccional. Estudio aparte merecen las respuestas

equivocadas que obedecen a otras causas y que rebasan los limites de la presente

investigacion.

Tabla 5.9

Numero de Casos de Interferencia Endogena entre Significados.

_Significados Interferencias del significado
S1 S2

Parte-todo 4 12 39 6 61
Cociente 1 1
Medida

Raz6n 4 2 5* 3 14
Operador

Total 1 4 4 14 44 9 76

* Se trata de interferencia interna de raz6n sobre razon del tercer tipo (ver numeral 5.4.2.5) Razén del
todo respecto a la parte.

Elaboracidn propia.

La tabla muestra que las interferencias del significado parte-todo continuo y

parte-todo discreto sobre los significados cociente, medida razén y operador son los

mas usuales. Queda evidenciado que los significados parte-todo continuo y discreto,

juntos, suman 61 casos lo que prueba que estos significados interfieren en la

interpretacion de los significados cociente, medida, razén y operador, y de forma mas

aguda en el significado razon. Es interesante apuntar también que los significados de

medida y operador no actuan como interferentes, ademas que, los significados

cociente y razén son incidentales.

5.6.2

Interferencia

Interna:

Epistemoldgicos de la Fraccion

Naturaleza de

los

Vinculos

Fendémeno-

De acuerdo con nuestro modelo, ademas del establecimiento del vinculo

‘situacion-fraccion’, que garantiza la superacion del fendmeno de interferencia

externa ya referido, la siguiente condicion para la comprension establece el empleo

de aquel significado de la fraccién que le es propio a cada situacion. El estudio

empirico realizado pone de manifiesto que esta condicién no siempre se cumple,
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surgiendo entre los participantes el fendbmeno denominado de Interferencia Interna.
Los resultados recogidos en la tabla 5.8 posibilitan apreciar la presencia en el
desempefio de los estudiantes de dicha interferencia con un total de 76 respuestas de
esta naturaleza. En la tabla 5.9 se observo que el significado “parte-todo” interfiere
en los significados de “cociente”, “medida”, “razon” y “operador”. De todos los
anteriores se encontrd, en términos generales, que el significado de “razon” es el mas
interferido por el significado “parte-todo”, en tanto que el menos afectado es el
significado de operador. Con objeto de profundizar en esta categoria de respuesta, se
detalla en dicha tabla los distintos casos de interferencias entre significados de la
fraccion junto con las frecuencias absolutas de los mismos registradas en la prueba.
Se observa que en esta oportunidad llegan a identificarse ocho casos diferentes de

interferencia interna producidos entre los significados:

(a) Parte-todo sobre el resto de significados.
(b) Cociente sobre parte todo continuo.

(c) Razon sobre parte-todo discreto, medida y operador.

En la actuacion de los alumnos se distinguen adicionalmente tres variantes basicas
de interferencia interna en la relacion entre posibles iniciativas de uso planteadas en
la eleccion de la fraccion:

Variante 1. Integracion de los significados interferente(s) e interferido a través de
su empleo conjunto en la resolucion.

Variante 2. Consideracion independiente de distintos significados para su uso en
la tarea.

Variante 3. Preferencia no siempre acertada en el uso de unos significados sobre
otros. Este caso se concibe como el escenario genuino de conocimientos enfrentados

en su eleccion y reemplazados en su empleo.

En el ejemplo A (véase figura 5.20) se muestra un caso de interferencia interna de
los significados cociente y parte-todo sobre operador de otro alumno de quinto curso
que emplea al inicio de la resolucion el par de significados cociente y operador en
forma colaborativa (variante 1), y, seguidamente, el significado parte-todo con
independencia de los dos anteriores (variante 2). Por su parte, el estudiante del tercer
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curso del ejemplo B, también evidencia una interferencia interna del significado
razén sobre operador, aungue en esta ocasion, el primero reemplaza al segundo
(variante 3). Variantes como éstas, en las acciones de los alumnos, revelan matices
complementarios en la comprension de los significados de la fraccion que
permanecen ocultos en el andlisis, tanto de las interferencias externas como de la

adecuacion en el uso del significado propio en cada situacion.

6) En un salén de los 35 alumnos aprueban matematica los 4/5 ¢Cuantos
aprueban matematica? ¢Qué significado matematico tiene aqui la fraccién 4/5?

Ejemplo A
. Yo (¥
sy 5

¢ -%" ¢
-,dpvdbﬂvﬂ el omaliy Lo % alanms Sy wdenil
lo tusd W0 ghile asea patr paspn Al
v Awidal wo o, 5[, (po palewed parlh

ﬂ&fm PWJ-,

Ry Tt ey el v Lemamus Y dtupien .

Ejemplo B

35 LHMINT Y 28 b
Faf FS

=2 ?/M";’ KL Gt D8 (AU Wﬂdﬁ
Mot S e

Figura 5. 20 Ejemplos de interferencia interna en sus distintas variantes

En conclusion, las interferencias internas como las identificadas, constituyen
indicadores de primer orden de las particularidades de los posibles vinculos que los
participantes establecen a nivel interno, entre los significados de la fraccion en su
utilizacion. De hecho, estas interferencias facilitan la caracterizacion de la estructura
fendmeno-epistemolédgica de los distintos conjuntos personales de situaciones

vinculados a los significados de la fraccion. Precisamente, la amplitud y complejidad
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de la red de interferencias internas entre significados, manifestada en cada caso,
emergen como criterios fundamentales para valorar la comprension de los
estudiantes y establecer diferencias entre ellos, como las expuestas en los Gltimos

ejemplos.

A continuacidn se describe las interferencias de seis casos tipicos de interferencia

denominados internas:

5.6.2.1 Interferencia del significado <<cociente en parte-todo continuo>>

Aunque es el menos frecuente, se encontrd dos casos de interferencia del tipo
“cociente en parte-todo continuo”. Los casos de los estudiantes (4-4) y (4-7) revelan
que en la interpretacion resolutiva interfiere el significado de cociente en el
razonamiento del estudiante; primero, se utiliza el significado parte-todo “Si tiene
Ud. cuatro trozos y tomas tres, tendrds los 4/3 de una barra de chocolate”, pero
seguidamente se observa la intromision del significado cociente en la frase “... 4
enteros divididos entre 3 partes de un total”. Veamos la figura que ilustra la situacion

de interferencia:

1) Si divido una barra de M”ucl Cacaflae 1‘roavs- toman Yo
chocolate en cuatro trozg 'E/ndm oy 5_ £l wne. Gw?m(h

iguales y tomo tres, ¢Qué

significado matematico tiene ‘ b e &8 ( Y euTuss

para usted la accién de tomar
3 de un total de 4 trozos? Mm exfag, ?@‘m’l cha WA i‘*"\'“-q

< l\cﬁc.a;[ cd.-_z

Interferencia del significado

Significado parte-todo 4— == == | <<Cociente en parte-todo - — — Significado Cociente
; i Continuo>> : ;

Figura 5. 21. Interferencia del significado <<cociente en parte-todo continuo>>. (4-4)
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5.6.2.2 Interferencia del significado <<razén en parte-todo discreto>>

Es relevante encontrar que el significado de razon interfiera en la solucion del
problema que corresponde al significado parte-todo discreto en cuatro casos. De
estos, el caso mas ilustrativo es del estudiante (3-10), que a diferencia de los demas
que se limitan a escribir 4/3, aporta argumentos que sustentan su razonamiento. Asi,
a pesar de reescribir la interrogante “Qué fraccion de grupo de amigos son chicos?”,
luego de establecer algunas igualdades, concluye “la fraccion de chicos es igual a los
cuatro tercios de las chicas”. Esta Ultima proposicion denota una interpretacion de

razon del numero racional. Como se analiza en la siguiente ilustracion:

2) Sienuna e 4
reunion de W" S f’efo"” gﬂ“g/ﬁtm cfzwaﬂ«d’a ety
amigos son tres G plafee 1 5

chicos y cuatro

chicas, ;Qué = 3 Chiteen = J?""MM :

fraccion del IR

grupo de - plifear = i

amigos son

chicos? = fa %ﬂcm-sbp e Errpre e Lhaleer o WJ

sato fogotn e fub chfee? .

Y

Interferencia del significado
<<Razén en parte-todo
discreto>>

— o — —> Significado de parte-todo.
i Eltodo se remarcaen la
i expresion “grupo de
i amigos”

Significado de razon TN —

Figura 5. 22. Interferencia del significado <<razo6n en parte-todo discreto>> (3-10)

5.6.2.3 Interferencia del significado <<parte-todo continuo en cociente>>

Cuando se propone la cuestién con significado de cociente, se encontré la
interferencia del significado parte-todo continuo. En los tres grupos de estudiantes se
suscita el fendmeno de la interferencia. Asi, en tercer grado los casos mas ilustrativos
son: (3-6) y (3-7). En el primero, el estudiante asume una unidad, un todo, el cual es
dividido en tres, de los cuales sombrea tres, este procedimiento configura la
presencia del significado parte-todo continuo que interfiere en la solucion del
problema que tiene el significado de cociente en su enunciado. En el segundo, de la

misma manera divide un todo en cinco parte y concluye que a cada amigo le toca un
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quinto. En ambos casos esta presente el significado parte-todo muy enraizado en los
procedimientos de solucion. Este fendmeno se manifiesta en el uso de la

representacion pictorica.

3-6

3 ) Tres amigos
quieren repartirse 5 _,_"'E_,'__ = @1
chocolates de manera S j
equitativa, ¢Cuanto
chocolate le
corresponde a cada

uno de los amigos? : Y
Significado parte
todo continuo

3-7

A

3 ) Tres amigos
quieren repartirse 5
chocolates de manera
equitativa, ¢Cuéanto
chocolate & B toncen o endey ad oo e bocants 4

corresponde a cada| deb dotad dof
uno de los amigos? s oty

~N

J

Figura 5. 23 Interferencia del significado <<parte-todo continuo en cociente>>

Los restantes casos que indican como respuesta que a cada amigo le corresponde
3/5 de chocolate, por la semejanza de la respuesta con las anteriores, se ha asociado a
este tipo de interferencia, pero, esta suposicion s6lo es una posibilidad con serias
limitantes de asercion. Mas adelante, se presenta una descripcion con un intento de
clasificacion de las respuestas que no corresponde al tipo de interferencias. Es claro,
que el proposito de la investigacion no es hacer un estudio de las causas de los
errores cometidos por los estudiantes, pues estas intenciones rebasan los objetivos

del presente informe de investigacion.
5.6.2.4 Interferencias en el significado medida

En la solucion al problema que en su enunciado posee la esencia del significado
del nimero racional como medida, se ha hallado que las interferencias son maltiples,
Se encontré ademas de las interferencias del significado parte-todo, que también, los
significados cociente y de razon interfieren en los razonamientos de solucién. Asi el

caso del estudiante (3-21) muestra la interferencia simultanea de los significados
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parte-todo y razon; primero, interpreta cada segmento respecto al resto de la recta

como parte-todo, y luego, plantea una relacion de razon, veamos la figura.

3-21
4) De la &
observacion de la | g— sl e ————|——
figura. (Qué parte 94 e
_ t# =
del segmento a W N I N T T
es el segmento _ ] UL I
b 1z ' 12
— FFA g
b 5 &
? i
3. % ; 3
b~ L = = Rpte
L T W) =
[ ,
A
Significado de razon: ) Interfiere en el Interfiere en el Significado de; parte -todo:
Pareciera que el razonamiento _——= == - 1 ——=—=—=-= El todo esta dividido en 12 y
fuera:aesabcomo 9/12 esa el segmento es 9/12 del todo.
6/12 | |

Significado de medida: lo que pide el
enunciado del problema es dimensionar el
segmento b en relacion a la medida de a.

Figura 5. 24 Interferencias en el significado medida . (3-21)

El estudiante (5-8) en la solucion del problema aplica dos veces el significado de
razon, primero las doce subdivisiones es a nueve el tamafio del segmento, y luego, la
razon 9 es a 6, de lo que se deduce gue el significado de razon esté interfiriendo en la

interpretacion de medida de la situacidn problematica, como se ve en la figura:
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4) De la observacion de _‘_mi_i_i_, = A2

la figura. ¢Qué parte del

segmento a es el

!
'
NI

segmento b-

_% m,;z/x,,z b ew q

Segunda aplicacion del Interfiere en el Interfiere en el
significado de razén

Primera aplicacion
del significado de
razén

v \4
Significado de medida: lo que impide
entender la medida del segmento b en
relacion a la medida del segmento a.

Figura 5. 25 Interferencias en el significado medida . (5-8)

5.6.2.5 Interferencia del significado <<parte-todo en razon>>

La interferencia del significado parte-todo discreto en el significado de razon es
especial, porgue las observaciones muestran un alto nimero de casos de este tipo. En
los tres grupos de estudiantes se ha encontrado reiteradas veces que en cada uno de

ellos se confunde la interpretacion de la interrogante “;Qué se puede decir del
numero de libros de investigacion respecto al nimero de libros de matematica?” pues
no se ha tenido cuidado en entender la frase “...respecto al ...””. Se parte de la
suposicion de un namero total de libros que es nueve, y no se percatan de la razon
que existe entre el nimero de libros de investigacion respecto al numero de libros de

matematica el cual es de 4/5.

Un caso paradigmatico de interferencia del significado parte-todo continuo en el
significado de razon del nimero racional es el mostrado en la solucion del estudiante
(5-18). El considera el todo representado en un pictograma de los cuales sombrea de
forma diferente 5 y 4 partes para indicar el nimero de libros de matematica y de
investigacion, la frase “...respecto al..” la interpreta como una relacion de orden, de

ahi que asevera que el namero de libros de investigacion (representado por 4/9) es
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menor en cantidad respecto al de matematicas (representado por 5/9). Véase la
figura:

Litrres = L’ ‘
5) En una mesa hay 9 H“,fwuﬂ'ff““'* =5 % g I} [% /
libros de los cuales 5 s o figaecs = o :
son de matemaéticas y ———
4 de investigacion; “""’E'_’__/ —E

¢ Qué se puede decir

SN

del namero de libros - - - e
de investigacion e A mimero de hres ofe wmues Hgaen repTed

. fend F €05 Gt
respecto al nimerg H © vy €3 wieuaT wﬂdﬁd gt el de pta
de libros de - ca?r edove e \Sela, -
matematica? T
Establecimiento de la
A4 ; relacion de orden : Y.
4/9 Representacion i Representacion
simbdlica del Interfiere en el Interfiere en el i pictorica del todo-parte
significado parte-t0do = = = = = == = I F——=-—--- i continuo del bloque de
: * * i 9 libros.

Significado de razén

Figura 5. 26 Interferencia del significado <<parte-todo continuo en razén>> (5-18)

Es evidente que la frase ““...respecto al ...”” ha sido interpretado como la relacién
de orden del numero de libros de investigacion menor al numero de libros de
matematica, esta observacion se ha mostrado como una constante en las respuestas
de los estudiantes. El caso del estudiante (3-21) lo ratifica:
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Figura 5. 27 Interferencia del significado <<parte-todo discreto en razon>> (3-21)
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La respuesta del estudiante (4-7) merece un estudio particular porque es un caso
sui géneris, ya que ademas de interpretar desde el significado parte-todo, hace una
interpretacion que escapa a toda logica. Si la expresion sefialada con la flecha de la
izquierda fuera “ de nueve libros cinco son de matematica, es decir 9 es a 5 (9/5)”
estariamos frente a una interpretacion de razén, sin embargo la respuesta del
estudiante dice “... de 9 libros ... 9/5 (1 ) es de matematica”. Mas abajo interpreta

con una fraccién impropia el namero de libros de matematica y de investigacion.

5) En una mesa hay 9
libros de los cuales 5

son de matematicas y | | 4 e\ ceshe @5 e tases Mz con

3z un 4 Vpsos vna :% 2s 3¢ mpdema wea

de libros de
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Representacion pictorica Namero de libros de Interferencia del
: parte ~todo de la omm mm = == == matemética e investigacion = == == P> significado '
i situacion. representado por fracciones i parte todo en el

i impropias_ significado de

i razon.

Figura 5. 28 Interferencia del significado <<parte-todo en razén>> (4-7)

5.6.2.6. Interferencia del significado <<parte-todo continuo en operador>>

Este tipo de interferencia se ha encontrado en tres estudiantes: (3-17), (4-2) y (4-
12). El estudiante (3-17) a pesar de comprender el significado de operador como se
desprende de la frase que escribe “...esto quiere decir que de cada 5 — 4 aprueban”,
sin embargo, en su razonamiento estd presente la intromision del significado parte-
todo continuo concretizado en el pictograma de la barra dividida en cinco y del cual
se sombrea cuatro. Esta respuesta del estudiante revela la fuerte interferencia de las
representaciones pictoricas del significado parte-todo continuo, que conduce a una

interpretacion equivocada del operador del problema.

261



matematica los 4/5 3

¢Cuantos aprueban { ‘
matematica?

v

Representacion pictorica |
i parte-todo f—

6) Enunsalonde los 35 « adwrrios L
35 alumnos aprueban 4 _ o pradbo feca

5 b d cy;yuoéqr

- Zz Q/ww.gmg

Interferencia del i
significado <<Parte-t0d0  imm s
en operador>>

— & priere Cledr guuscte Cacie

v

Frase que denota significado
de operador

Figura 5. 29 Interferencia del significado <<parte-todo continuo en operador>> (3-17)

Los estudiantes (4-2) y (4-12) tienen razonamientos similares, pero el primero es

mas revelador. El estudiante, efectivamente, utiliza el 5 como operador y efectia la

division como debe ser; seguidamente, grafica el pictograma correspondiente al

significado parte-todo continuo, un todo dividido en 7 partes y no en 5 como indica

el operador. Este es un primer error de conversion de la representacion simbdlica a

pictérica ya que el pictograma recoge 4/5 es decir 20, una segunda equivocacion

asume el significado parte-todo de forma incorrecta.
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Figura 5. 30 Interferencia del significado <<parte-todo discreto en operador>> (4-2)
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57 INTERFERENCIA EXTERNA: EXTENSION DE LOS
CONJUNTOS PERSONALES DE SITUACIONES
ASOCIADOS A LA FRACCION

La tabla 5.8 muestra la frecuencia de respuestas de la categoria de respuesta
Interferencia Externa. En él se pone de manifiesto el hecho de que algunos
profesores en formacion no llegan a establecer el mencionado vinculo ‘situacion-
fraccion’ y, por tanto, a reconocer la situacion como perteneciente al conjunto
genérico de situaciones asociado a la fraccion. Se puede considerar entonces que sus
conjuntos personales de situaciones se muestran reducidos en esta parcela
fenomenoldgica respecto a los de aquellos estudiantes que si superaron la
Interferencia Externa en la prueba, lo que se interpreta a su vez como una limitacion
en la comprension de la fraccion. Un ejemplo de este hecho se aprecia en un alumno
de quinto curso quien no dio muestras suficientes de eleccidén y empleo de la fraccion
en dos de las seis situaciones planteadas, (S3 y S5) revelando, por ello, una
comprensidén reducida en los significados cociente y operador. En el primer caso se
aprecia que la resolucion viene dada mediante la aplicacion de otro conocimiento
matematico como es el algoritmo estandar escrito para la division de numeros
naturales de uso extendido en el ambito hispanoamericano. En el segundo, resulta

evidente la ausencia de uso de todo significado de la fraccion.

En otro orden de cosas, la respuesta generada por este alumno en S3, no permite
observar su comprension de la fraccion pero si es indicadora del algoritmo
mencionado, pues alude directamente a la cuestion de la relacion entre comprension
y competencia matematica en nuestro modelo. En términos especificos, el registro
escrito muestra un estudiante competente ante la situacion planteada por decidir
emplear un procedimiento adecuado a su conveniencia y ajustado a los

requerimientos del problema®, pero al mismo tiempo, privado de comprensién de la

¥ Tomamos como referencia genérica la idea de competencia matematica como capacidad del
individuo para resolver situaciones practicas cotidianas, utilizando para este fin conceptos y
procedimientos matematicos. El énfasis se sitla en el proceso y en la actividad, aunque
también en los conocimientos. Entre otros aspectos, la competencia matematica entrafia, en
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fraccion por no haber, presuntamente, identificado la tarea como perteneciente a su
esfera fendmeno-epistemologica. En consecuencia, de nuestro modelo, se desprende
una distincion entre comprension y competencia matematica fundamentada no tanto
en diferencias de caracter funcional como sucede en otras propuestas (Godino,

2002c¢); sino mas bien, en la interpretacion referida a través del ejemplo discutido.

En la tercera situacién de la figura 30 observamos la interferencia externa (IE) de
la operacidn resta de fracciones, en este caso se considera la resta como un elemento
externo a la comprension del significado de medida. Sin embargo, también se puede
ver la presencia de una interferencia interna (I1) del significado parte-todo cuando se
aplica a cada segmento. En este caso el estudiante (4-18) primero, interfiere el
significado parte-todo en la situacion de medida; luego, procede ha realizar una
diferencia, como se puede ver en la figura. Este Ultimo caso es un ejemplo de la
complejidad de la tarea de clasificar las respuestas, ya que en algunas situaciones se

percibe esta doble dimensidn de la interferencia en la respuesta de un individuo.

La tabla 5.10 resume los diferentes casos de interferencias exogenas; de las
nociones matematicas interferentes: porcentaje, el algoritmo de la resta de fracciones,
el cociente decimal, aproximacion algebraica a la situacion y la regla de tres simple
sobre los significados del nimero racional. Estos casos de interferencia suman 19, de
los cuales el méas frecuente es la interferencia del cociente decimal sobre el
significado de cociente de la fraccion. Eventos que se presentaron de forma
particular, pero que no acredita importancia tanto como la interferencia interna, que

es objeto central de esta investigacion.

distintos grados, la capacidad y la voluntad de utilizar modos matematicos de pensamiento y
representacion.
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Tabla 5.10
Numero de Casos de Interferencia Exdgena

Nociones Interferencias del significado
matematicas Parte-todo | Parte-todo | Cociente | Medida | Razon | Operador
interferentes Continuo Discreto Total
S1 S2 S3 S4 S5 S6

Porcentaje 1 1 2
Sustraccion 1 3 6
Cociente decimales 6 1 7
Algebraica 1 1
Regla de tres simple 3 3
Total 2 0 6 3 1 7 19

Elaboracién propia.
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Figura 5. 31 Manifestaciones del fenémeno de interferencia externa

265




CONCLUSIONES

1. INTRODUCCION

La investigacion se ha ocupado en evaluar especificamente la naturaleza de la
comprension de los diferentes significados de los nimeros racionales positivo en su
representacion fraccional que poseen los estudiantes de educacion matematica y
computacion de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad Nacional
del Altiplano de Puno. Este es un estudio evaluativo de la comprension de los

significados del numero racional positivo, asociado a los sistemas de representacion.

Concluido el estudio, absolvemos las respuestas referentes a las preguntas
iniciales del trabajo, basado en el analisis e interpretacion de la informacion tedrica e
empirica. En esta seccion, se explica los hallazgos méas importantes y relevantes de
la investigacion, cuyos datos, estan organizados segun el enunciado de la

problemética.

Para el logro del objetivo general, estudiar la naturaleza de la comprensién del
concepto y significados del namero racional, ademé&s de las representaciones que
conoce Yy utiliza el estudiante, se ha efectuado dos estudios empiricos; primero, se ha
realizado un analisis de los libros de texto de matematica sobre nimeros racionales,
segundo, una evaluacién cuantitativa y cualitativa de la comprension de los
significados del nimero racional, basado en la aplicacion de una prueba sobre

situaciones matematicas que comprende sus seis significados.
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2. CONCLUSIONES

A continuacion se expone los resultados y conclusiones mas importantes de las
dos etapas de investigacion. La exposicion esta organizada en los siguientes
apartados: en el (2.1) conclusion general; en el apartado (2.2) los resultados
principales y conclusiones del andlisis didactico como consecuencia del estudio
tedrico; y en el (2.3) se exponen los resultados y conclusiones del andlisis de los
significados del namero racional de los libros de texto; finalmente, en el (2.4) se
exponen resultados principales y proposiciones concluyentes del estudio empirico

sobre la compresion de los significados del nimero racional positivo.

2.1 Conclusién General

La conclusion medular del estudio estd referida a la comprension de los
significados del nimero racional positivo, comprension que adolece del fendmeno
que hemos denominado “Interferencia del significado parte-todo”, en la
interpretacion de los significados de medida, razén, cociente y operador, a los que
hemos llamado periféricos o subsidiarios. La revision de los antecedentes, el estudio
preliminar de los libros de texto, el analisis de las soluciones escritas a las seis
cuestiones de la prueba que evalGan la comprensién de los significados: parte-todo
continuo, parte-todo discreto, cociente, medida, razén y operador, permiten concluir
que, la comprension de los significados del nimero racional se caracteriza por
una acentuada interferencia del significado parte-todo en la interpretacion de
los demés significados y una preeminencia de las representaciones simbolicas

(fraccion y decimal) en la solucidn de las cuestiones.

En la busqueda de respuestas a la problematica, se ha propuesto tres objetivos

especificos que se discuten en los siguientes numerales.

2.2 Conclusiones del Andlisis Didactico

La respuesta a la interrogante ¢Cudl es el estado actual del conocimiento sobre la

comprension y registros de representacion de los significados del namero racional
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positivo?, admite como respuesta las conclusiones del Analisis Didactico que a

continuacion se presenta:

Duval (1995), afirma que no se puede tener comprension matematica si no se
distingue un objeto matematico de su representacion. Enfatiza la relacion entre la
conceptualizacion y los registros de representacién. Ademas, sostiene que el
aprendizaje implica actividades cognitivas como la formacion de
representaciones, transformaciones y conversiones o traducciones entre sistemas
de representacion.

Escolano, R. (2004), sostiene que el significado parte-todo de la fraccion no tiene
sus origenes en las necesidades humanas, mas bien, es el resultado de la practica
educativa, y lo ubica entre los recursos didacticos que permite eludir las
actividades de medida con objetos tangibles que generan dificultades en la
gestion del material, ademas, el significado parte-todo permite abreviar los
periodos de instruccion. En consecuencia, Escolano coincide con nuestro estudio,
en el sentido que, la ensefianza de la fraccion se sustenta en el significado casi
exclusivo de la relacion parte-todo, asi mismo, se afiade a esta afirmacion el
hecho que los libros de texto intentan justificar las relaciones y propiedades del
namero racional, desde este Unico significado.

La fenomenologia didactica es la relacion noumenon y phainomenon, en un
proceso de ensefianza aprendizaje. Freudenthal, sostiene que el material necesario
para una fenomenologia didactica de los nimeros racionales sera el conocimiento
matematico de los nimeros racionales, sus aplicaciones, su historia, un analisis
de libros de texto y la experiencia de los didactas en el desarrollo de los numeros
racionales en la mente de los estudiantes; finalmente, las indagaciones sobre los
procesos reales de la construccion de los nimeros racionales y la adquisicion de
conceptos matematicos relativo al objeto en cuestion.

Diferentes antecedentes de investigacion como: Rodriguez (2005), Le6n (1998),
Escolano y Gairin (2005), Escolano (2001), Dos Santos (2005), Amorin, Flores y
Moretti (2005), Llinares y Sanchez (1997), Gairin (1999), Ferreira (2005); todos
ellos coinciden en afirmar que el aprendizaje de las fracciones, como
representante del numero racional es complejo y esta intimamente relacionado

con sus significados. Estos investigadores proponen diferentes perspectivas para
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su abordaje en la ensefianza desde algun significado en particular, o
puntualizando que la interpretacion parte-todo se ha posicionado como
significado principal para la introduccion del nimero racional en el sistema
didéactico.

- Larevision historica de la génesis del nimero racional revela que sus origenes se
localizan en los significados de medida y razén, asi, los babilonios, egipcios y
chinos, por su necesidad de realizar mediciones cada vez mas precisas, tuvieron
la brillante idea de fraccionar la unidad de medida en subunidades, originando de
esta manera fracciones, por ejemplo, las fracciones unitarias de los egipcios, en
tanto que ya en la antigua Grecia se discutia la naturaleza de ‘ente numérico’ del
par ordenado llamado razon.

- Gallardo, J. (2004) afirma que la comprensién se ha de llevar a cabo a partir de la
informacion que proporcionan las acciones observables de los sujetos y las
respuestas que emiten a las situaciones especiales preparadas para ello. Estos
comportamientos observables, se cree que son el Unico medio que tiene el
investigador para hacer afirmaciones y conclusiones, relacionados con la

comprension del conocimiento matematico.
2.3 Conclusiones del Anélisis de Libros de Texto

Para la consecucion del segundo objetivo especifico, capitulo 1V, se ha realizado
un estudio interpretativo del contenido concepto de nimero racional en los libros de
texto de matematica, del primero y en algunos casos del segundo grado, del nivel de
educacion secundaria del sistema educativo peruano. Los resultados y conclusiones

mas relevantes se puntualizan a continuacion.
Conclusiones del Periodo A “Tradicional”:

- El significado de namero racional que se utiliza es el de parte-todo, al que llaman
“parte alicuota de la unidad”. Describen la necesidad de extender el conjunto de
los nimeros enteros a los racionales, sin aprovechar la potencialidad del

significado cociente indicado, que subyace en esta justificacion.
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Entienden que el nimero racional es la union del conjunto de los nimeros enteros
y de nameros fraccionarios, sin llegar a definir formalmente una fraccién como
un representante de los nimeros racionales.

Los sistemas de representacion predominantes son la simbélica numeral seguido
de sus variantes, algebraica y verbal. En tanto que, las graficas pictérica y gréfica
en la recta numérica son utilizadas para explicaciones preliminares o
introductorias, mas no en el desarrollo temético.

Respecto a las transformaciones, como actividad cognitiva asociada a la
representacion de significados, al interior de la representacion simbdlica son las
mas frecuentes, éstas son del tipo: transformacion de fracciones impropias a
nameros mixtos, simplificacién y ampliacion de fracciones, homogenizacion de
fracciones heterogéneas utilizando minimo comdn multiplo. Todas estas
transformaciones estan incluidas como ejercicios al final de la unidad temaética,
con el proposito de adiestrar al educando para el aprendizaje de algoritmos de
operaciones basicas con fracciones.

Respecto a las conversiones como actividad cognitiva, se encontrd que la
representacion simbdlica numérica fraccional es el centro de conversidn, el cual
se vincula con la representacion verbal, algebraica, pictdrica y gréfica en la recta

numeérica.
Conclusiones del Periodo B “Mateméatica Moderna”:

La introduccion del conjunto de los nimeros racionales se sustenta en la
necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros, utilizando las nociones
de equivalencia y clase de equivalencia, conjunto de clases de equivalencia,
representante canonico, etc. Se define el conjunto de los numeros racionales
como “El ndmero racional se define como clase de equivalencia de pares
ordenados”. “un par ordenado de numeros enteros, con la restriccion que la
segunda componente es diferente de cero”.

El significado de cociente indicado es el ndcleo de la conceptualizacion del
namero racional, sin embargo, el significado parte-todo es el mas utilizado para

introducir la nocion de fracciéon y llega a predominar sobre el primero. Quedo
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evidente que en esta etapa se ha asignado una utilidad marginal a los demas
significados.

La necesidad de desarrollar el conjunto de los numeros racionales como una
entidad formalizada y como el conjunto de clases de equivalencia, obliga a los
autores a enfatizar en la representacién simbodlica algebraica (literal) y numérica,
en tanto que las graficas se subordinan a éstas con propoésitos explicativos y de
ejemplificacion. Ademas, se ha encontrado que las representaciones pictoricas
estan ligadas al significado parte-todo. Por la misma naturaleza de la matematica
moderna, se utiliza representaciones de naturaleza conjuntista (diagramas de
Venn) para ilustrar nociones de inclusion de conjuntos numéricos.

Al igual que en el periodo anterior las transformaciones, esencialmente, se dan al
interior de las representaciones simbdlicas y son de simplificacién, ampliacion,
manipulacion de signos y producto cruz, para establecer equivalencia de
fracciones, relaciones de orden y construccion de clases de equivalencia.

Las conversiones mas usuales se realizan en torno al registro simbdélico numérico
fraccional, en tanto que las representaciones pictorica continua y verbal, como
lectura de fracciones son secundarias en importancia.

Los libros de texto de este periodo presentan una configuracion epistémica
formalista. La nocion de fraccion se estudia de forma descontextualizada, disocia
las nociones matematicas de sus aplicaciones a la vida diaria descuidando el

aprovechamiento de su componente fenomenologico
Conclusiones del Periodo C “Constructivista”:

El enfoque metodologico, muchas veces, inductivo muestra que los autores
prefieren partir del significado parte-todo en las ejemplificaciones para introducir
las nociones de fraccion y numero racional y, s6lo luego, revisar el significado de
cociente indicado para justificar la necesidad de ampliar el conjunto de los
nimeros enteros. En este periodo se abandona la tendencia a proponer
definiciones formales del conjunto de los nimeros racionales, sustentados en las
clases de equivalencia, y adoptan definiciones menos elaboradas como par
ordenado de nimeros enteros. Sin embargo, en medio de la generalidad se ha
encontrado dos libros de texto que enumeran los cinco diferentes significados del
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numero racional, los cuales no son trabajados sistematicamente durante la unidad
temaética.

Quedd evidente que se enfatiza el significado parte-todo y se utiliza el
significado de cociente indicado como un accesorio para justificar la ampliacion
de los nimeros enteros, en tanto que, los demas significados son subsidiarios en
la construccion del concepto de nimero racional.

Los registros de representacion mas frecuentes son las simbdlicas numéricas,
algebraica y verbal. La representacion paradigmatica de nimero racional que se
utiliza en este periodo es la forma comprensiva conjuntista, el cual transmite el
significado de nimero racional como par ordenado restringido.

La actividad cognitiva, transformaciones de los registros de representacion que se
encontraron son de igual naturaleza que en el periodo anterior. En tanto que las
conversiones son muy escasas en comparacion a la actividad de transformacion.
Se encontr6 una vez mas, que el centro de las conversiones es el registro
simbolico, en especial el simbolico numérico fraccional. La centralidad de los
registros simbdlicos confirma predominancia de esta representacion en la
comunicacion matemaética.

El discurso matematico de los libros de texto, revela la idea que la matematica es
un conjunto de conocimientos acabados y formalizados axiomaticamente. Esta
creencia limita los procesos comunicativos matematicos que se basan
fundamentalmente en las representaciones simbdlicas. Como consecuencia de
este enfoque, la utilizacion de las representaciones graficas es muy restringido.
Asi, se encontré que el uso de las representaciones pictdricas continuas son
utilizadas esencialmente para explicar el significado parte-todo y de forma muy
esporéadica para el significado de cociente o razén. Se encontrd que las
representaciones pictoricas discretas son muy escasas y en ocasiones se usa para
explicar el significado de razén del nimero racional. En la misma medida, los
segmentos de recta, en su generalidad, explican el significado parte-todo.

El estilo acabado y cerrado, muchas veces formal del desarrollo del concepto de
numero racional en los libros de texto, revelan el divorcio de su genesis historica

y escamotean el proceso historico de su gestacion, lo que explica la marginalidad
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de los significados de medida y razén en el estudio de los nimeros racionales en
su representacion fraccional.

- Las observaciones revelan que en el componente contextual, la fenomenologia de
las fracciones, asi como sus aplicaciones a la vida cotidiana son elementos
circunstanciales. S6lo después del desarrollo formal del namero racional en el
plano abstracto se apela a su fenomenologia para presentarlos como aplicaciones
a la vida cotidiana, que frecuentemente se encuentran al final de cada unidad
tematica. Los ejercicios de aplicacién a la vida cotidiana que se proponen o
desarrollan, se sustentan en el significado parte-todo o las denominadas “partes
alicuotas”. En el periodo B se ha encontrado que el abordaje conceptual es
descontextualizado, como corresponde a la orientacion de la matematica
moderna, mientras que en el Gltimo periodo esta tendencia es moderada,
encontrandose situaciones de uso social de las fracciones.

- La secuencia de construccion del aprendizaje del conjunto de los numeros
racionales se inicia con la ejemplificacion, el enunciado del concepto y la
proposicion de ejercicios repetitivos, los que tienen el objetivo de desarrollar la
capacidad de recordar conceptos a través de interrogantes abiertas y ejercicios de
calculo operativo. La estrategia metodologica es de naturaleza deductiva, luego
de enunciar las definiciones se procede a la resolucion y propuesta de ejercicios

de aplicacion del concepto.
2.4 Conclusiones Relativo a la Comprension del Numero Racional

En este apartado se expone las conclusiones mas destacadas que se extraen del

estudio empirico sobre la comprension de los significados del numero racional
a) Conclusiones mas importantes de la comprension del nimero racional:

- En las soluciones de los seis problemas de fracciones segun los niveles de
estudios profesionales, se encontrd que la comprension de los significados del
namero racional en su representacion fraccional no progresa conforme se sube de
nivel de estudio profesional. EI empleo propio y correcto del significado en la
resolucion de las situaciones problemas es relativamente similar en los tres

niveles de estudios profesionales.
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Los datos empiricos revelan que existe un ordenamiento jerarquico en el
porcentaje del empleo propio y correcto del significado en la resolucion de las
situaciones matematicas. Este orden parece mostrar una preeminencia del
significado parte-todo sobre los demas. El orden que se configurd es el siguiente:
parte-todo continuo, parte-todo discreto, operador, cociente, medida y razon. Se
encontrd que los estudiantes muestran mayores dificultades en la interpretacion
adecuada de los significados de medida y razon al momento de enfrentarse con
situaciones problematicas que involucran fracciones, ya que éstos en términos
porcentuales apenas alcanza el 52% y 13% respectivamente.

Los niveles de comprension determinados segun el ndmero de situaciones
problema resueltos adecuadamente, se distribuyen positivamente y de forma
leptocurtica, es decir, la mayor cantidad de estudiantes se ubican en los grados
tercero, cuarto y quinto con altos porcentajes de 30%, 20% y 28%
respectivamente, en tanto que, sélo un 7% se ubican en primer grado y un
alumno (2%), en el sexto grado clasificatorio. Es alentador encontrar que en
cifras acumuladas, el 78% de los estudiantes logran responder de forma correcta
entre tres, cuatro y cinco problemas.

Los estudiantes en su mayoria, tienen un dominio total del significado parte-todo
continuo, lo utilizan con flexibilidad en sus respuestas, es decir, emplean
adecuadamente el significado pertinente en la situacion problematica.

La interpretacion del significado parte-todo discreto, muestra al igual que la
anterior, un dominio de la mayoria de los estudiantes, sin embargo, se encontro
que en la comprension del enunciado de los problemas, existen sujetos que
acuden a representaciones pictoricas continuas para representar objetos discretos.
En la resolucion de situaciones matematicas asociados al significado cociente,
medida, razén y operador de la fraccion, tienen como principal causa de error las
interferencias internas del significado parte-todo. En segunda instancia, el empleo
incorrecto del significado pertinente a la situacion es motivo de equivocacion; y
solo en tercer lugar, se ubican las interferencias externas.

La alta incidencia de error en la resolucién del problema que comprende el
significado de razdn, es probable que se deba a la triple interpretacion que asume:

“El numero de libros de investigacion respecto al numero de libros de
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matematica”, a la inversa “el nimero de libros de matematica respecto al nimero
de libros de investigacion” y “el nimero de libros de investigacion respecto al
namero total de libros”, este Gltimo esta claramente vinculado al significado
parte-todo.

El significado de numero racional manejado por los estudiantes es esencialmente
intuitivo, en su significado ‘parte-todo’. Esta comprensién se sostiene
predominantemente en las representaciones simbolicas numérica fraccional y

pictdrica continua.

b) Conclusiones respecto a los registros de representacion en la

comprension

Se descubrié en los protocolos de solucion de las seis cuestiones, que los
estudiantes manipulan con mayor frecuencia y dominio las representaciones
simbdlica numérica fraccional y ‘pictdrica continua’. En esta ultima se advierte
que, a pesar de no ser pertinente su uso en todos los significados, su presencia es
una constante, ya sea como elemento principal de la solucién o como un auxiliar
para entender la situacion. La representacion pictorica, si bien es pertinente a los
significados ‘parte-todo continua’, persiste en la solucion de las cuestiones que
corresponde a otros significados. Los casos mas resaltantes son las
correspondientes a los significados de ‘cociente’, ‘operador’ y ‘razén’, a pesar
que en la resolucidn de estos problemas no son necesarios los registros pictéricos,
los estudiantes prefieren realizarlos, quizas con la esperanza de alcanzar una
comprension de la situacion problemaética; sin embargo, en muchos casos ésta
resulta contraproducente para la solucion.

La representacion verbal es empleada principalmente para comprender el
enunciado del problema, pues se encontré situaciones que revelan la realizacion
de parafrasis del mismo en la identificacién de los datos. En segunda instancia, se
emplea para dar explicaciones interpretativas del proceso de solucion y la
exposicion de resultados.

Las transformaciones en los registros de representacion observados son las
vinculadas a las operaciones aritméticas, como la suma de fracciones unitarias,

division, fracciones equivalentes.
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Las conversiones esencialmente son unidireccionales de pictorica continua a
simbolica numérica. Este tipo de conversion es mas usual, a pesar que se
encontro conversiones de diferente naturaleza, como de fraccional a decimal, de
simbdlica numérica fraccional a simbolica porcentual; éstas no representan la

generalidad del modus operandi de la muestra.

c) Conclusiones relativo a la interferencia en la comprension de los

significados del nimero racional:

En las situaciones planteadas hubo un empleo mayoritario de la fraccion sobre
otros conocimientos. El establecimiento general del vinculo ‘situacion-fracciéon’
y el uso preferencial dado a la fraccion en situaciones no-exclusivas se
interpretan precisamente como acciones favorables que respaldan una valoracion
preliminar positiva de la comprension de los participantes, en lo referente a la
extension de sus conjuntos personales de situaciones.

Las interferencias del significado parte-todo continuo y parte-todo discreto sobre
los significados cociente, medida razon y operador, son los mas usuales. Queda
evidenciado que los significados parte-todo continuo y discreto interfieren en la
interpretacion de los significados cociente, medida, razén y operador, y de forma
mas aguda, en el significado razén. Los casos de interferencia suman 61. Es
interesante apuntar también que los significados de medida y operador no actian
como interferentes, ademas que, los significados cociente y razén son
incidentales. De todos los anteriores se encontrd, en términos generales, que el
significado de “razén” es el mas interferido por el significado “parte-todo”, en
tanto que el menos afectado es el significado de operador. Se llegan a identificar
tres casos tipicos de interferencia interna producidos entre los significados: (a)
Parte-todo sobre el resto de significados; (b) Cociente sobre operador y (c)
Razén sobre parte-todo, medida y operador.

Las interferencias internas como las identificadas, constituyen indicadores de
primer orden de las particularidades de los posibles vinculos que los participantes
establecen en el ambito interno entre los significados de la fraccion. De hecho,
estas interferencias facilitan la caracterizacion de la estructura fendmeno-

epistemoldgica de los distintos conjuntos personales de situaciones vinculados a
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3.

los significados de la fraccion. Precisamente, la amplitud y complejidad de la red
de interferencias internas entre significados, manifestada en cada caso, emergen
como criterios fundamentales para valorar la comprension de los estudiantes y
establecer diferencias entre ellos.

La Interferencia Externa pone de manifiesto que algunos profesores en
formacion no llegan a establecer el mencionado vinculo ‘situacion-fraccion’ vy,
por tanto, a reconocer la situacion como perteneciente al conjunto genérico de
situaciones asociados a la fraccién. Se puede considerar, entonces, que los
conjuntos personales de situaciones se muestran reducidos en esta parcela
fenomenoldgica respecto a los de aquellos estudiantes que si superaron la
Interferencia Externa en la prueba, lo que se interpreta a su vez como una
limitacion en la comprension de la fraccion. Las nociones matematicas
interferentes son el porcentaje, sustraccion de fracciones, cocientes decimales,
algebrizacion de la situacion problematica y la aplicacion de la regla de tres

simple.

SUGERENCIAS

En esta parte se presenta las repercusiones que entrafian los resultados de la

investigacion para los estudiantes de educacion matematica en cuanto objetos de

evaluacion y futuros docentes que conduciran el aprendizaje de escolares, ademas las

derivaciones para los docentes de la especialidad de matematica de la Facultad de
Educacion de la UNA Puno.

3.1 Sugerencias para los Estudiantes en cuanto a Docentes en Formacion

Los estudiantes de educacién matematica, como futuros profesores que

conduciran los procesos de aprendizaje de educandos del nivel secundario, deberan

tener en cuenta las siguientes repercusiones de su estado de formacion para estar en

condiciones Optimas de ejercer la docencia:

Considerar la teoria sobre la comprension del conocimiento matematico para

conducir el proceso de aprendizaje de los educandos de educacion secundaria.
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Considerar la teoria sobre el lenguaje matematico, sus representaciones para
planificar implementar, ejecutar y evaluar una sesion de aprendizaje, asi mismo
disefiar y producir material educativo.

Considerar las interferencias entre los diferentes significados del numero

racional, cuando conduzca el aprendizaje de este objeto matematico.

3.2 Sugerencias para los Docentes de la Especialidad de Matematica de la

Facultad de Educacion de la UNA Puno.

Los docentes como responsables de la formacion de profesores de matematica, a

la luz de los resultados de la presente investigacion, sera necesario que consideren lo

siguiente:

Para la practica docente, el estudio reportado proporciona un método operativo
para la organizacién de situaciones matematicas, asi como, una referencia
objetiva con la cual afrontar la interpretacion en términos de comprension de las
acciones de los estudiantes. A traves de la experiencia sobre los significados de la
fraccion, se dan muestras del uso que podria darse a estas situaciones en el aula
de cara a la valoracion y al desarrollo de la comprension del conocimiento
matematico en los alumnos, haciéndose evidente, por tanto, el apoyo que a traves
del modelo puede ofrecerse al profesorado, en la toma de decisiones sobre
contenidos o formas de ensefianza.

Si los sistemas de representacion son un recurso comunicativo y el proceso de
ensefianza aprendizaje de las mateméticas son funciones comunicativas,
entonces, en el desarrollo de las diferentes asignaturas de formacién matematica
se debe promover el uso de sistemas de representacion, manipulando sus
actividades cognitivas como la formacion de representaciones, transformacion y
conversion, para promover aprendizajes comprensivos.

Si los sistemas de representacion externos son un vehiculo para estudiar el
pensamiento del sujeto que aprende, entonces, serd preciso que los docentes
investigadores desarrollen instrumentos de exploracion del pensamiento de
procesos cognitivos cada vez méas confiables y vélidos en el campo del

pensamiento numérico algebraico.
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4. PERSPECTIVAS FUTURAS DE INVESTIGACIONES

En la realizacion de la investigacion se ha encontrado limitaciones, dificultades y
conjeturas pendientes de indagar, o que deja abierta otras vias para proseguir la
investigacion, seguir realizando esfuerzos en educacion matematica, encaminados al
desarrollo de aproximaciones interpretativas de la comprension del conocimiento
matematico, asi como propuestas curriculares sistematicas que contemplen, con un
mayor acierto, la complejidad global de la comprensién de los conocimientos
matematicos y su inclusion efectiva en los disefios y desarrollos curriculares
ordinarios. En este sentido, pensamos que los principios establecidos aqui, para la
interpretacion de la comprension en escenarios de valoracién, se sitlan en un
contexto de interés para los estudios recientes sobre ensefianza y aprendizaje de las

matematicas.

Existen aspectos pendientes que abren nuevas sendas para futuras investigaciones

que se esbozan a continuacion:

Primero: Una de las principales dificultades que limitan en la actualidad el estudio
de la comprension del conocimiento matematico viene dada por el problema genérico
de la interpretacion de la accién intencional del otro. Toda aproximacion a la
comprension del conocimiento matematico, se ve afectada en su conjunto por la
naturaleza interpretativa de su valoracién, lo que supone interpretar productos
observables originados por una actividad cognitiva interna, lo que sitla la cuestion de
la interpretacion en la base de la investigacion sobre comprension en matematicas.
Por esta razon, sugerimos realizar esfuerzos destinados a profundizar, en lo posible,
en las particularidades de la interpretacion y en los principales escenarios de
valoracion presentes en el aula de matematicas como estrategias para la obtencion de
informacion sobre los distintos aspectos relacionados con el fendmeno de la

comprension.

Segundo: Esta investigacion tiene como sujetos de observacion a estudiantes de
formacion magisterial, se estudia su comprension a través de sus representaciones

externas en la solucion de problemas sobre significados del nUmero racional; en
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consecuencia, su correlato sera investigar el fenomeno de interferencia entre
significados del numero racional que revela el profesor de matematica cuando ensefia
los numeros racionales y su relacion con el aprendizaje que promueve en sus

estudiantes de primer grado de educacion secundaria.

Tercero: Si bien es cierto, que en este estudio se toma como punto de analisis los
nameros racionales para el estudio de la comprension en relacion con los sistemas de
representacion externa, queda pendiente responder otras cuestiones de la
comprension de los distintos componentes del area curricular de matematica del nivel

de educacion secundaria.

Cuarto: Una dificultad latente del estudio que se reporta, es la escasa informacion
teodrica actualizada que se maneja para la fundamentacion de la investigacion, por
esto se sugiere realizar investigaciones del tipo basico que tengan como objetivo
construir un solido marco teorico sobre la teoria de la comprensién que integre
diferentes escuelas y corrientes de investigacion y a la vez se delimite las fronteras

entre ellas.
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Anexo |I. Formulacion del Problema e Instrumento de Recoleccion de Datos.

A.1 PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS

Etapas Problema Objetivo Hipétesis

Problema general: Objetivo General: Hipotesis general

¢Cuél es la naturaleza de la | Evaluar la comprension de los significados La ensefianza formal de los

comprensién de los significados del | del nimero racional de los estudiantes de | nUmeros racionales no fue eficaz ~para

nimero racional que revelan los | educacion matematica. LZ?raern:r(z)mprr::izlr?gl dee:]os Ii)'g”'zftﬁgz
estudiantes de educacion matematica? profesores de matemtica,
Andlisis Problematica especifica Objetivos Especificos: Hipotesis subsidiarias:
Didactico 1. ¢Cudl es el estado actual | 1. Desarrollar un Anélisis didactico que | 1.  El analisis didactico
del conocimiento sobre la integré diferentes teorias para afrontar proporcionan un solida
comprension 'y registros de el estudio de la comprension de los fundamentacion  tedrica y
representacion de los significados del nimero racional. criterios  objetivos para el
significados del  namero estudio de la comprension de
racional? los significados del numero
racional.
Estudio 2. ¢(Cémo se presentan los |2  Evaluar los significados del nimero |2 ~ En los libros de texto de
Empirico significados  del  namero racional que se desarrollan en los matematica el significado de
racional en los libros de texto libros de texto. “parte todo” es el mas utilizado en
de matematica? la |ntroducc_|0n del concepto de
namero racional entendido como
cociente de un par ordenado de
enteros.
o . . o 2.1 Enlos libros de texto el estudio
Centradosen | 2.1 ¢Qué significados del nimero | 2.1 Identificar los significados que se de los significados del ndmero
la evaluacion racional se estudia en los libros desarrollan en los libros de texto. racional se limitan
~delos de texto? esencialmente a las
significados interpretaciones de parte todo y
del ndmero cociente
racional que 2.2 El tipo de representacion que
manejan los | 2.2 ¢Qué representaciones utilizan 2.2 ldentificar los tipos de mas se enfatizan es el simbélico
estudiantes de los autores para presentar los representaciones en el desarrollo de numeérico.
formacion significados del niamero los significados del nimero racional. |23 |as transformaciones  mas
magisterial, el racional. 2.3 Caracterizar las transformaciones y predominantes se producen en
estudio se 2.3 (Como es el tratamiento de los conversiones de los registros de la representacion  simbolica
ocupa de las registros de representaciones, en representaciones que se realizan en la numérica y la conversién de
siguientes el desarrollo de los significados presentacion de los significados del simbdlica a grafica.
interrogantes del nimero racional en los ndmero racional. 2.4 Las situaciones
especificas: libros de texto? 2.4 Valorar las situaciones fenomenolégicas e historias son

24 (Qué situaciones fenomenoldgicas, historicas y muy escasas y No  poco
fenomenolégicas, histéricos y metodolégicas en el desarrollo de los permitente en la exposicion de
metodoldgicos  utilizan  los ndmero racionales. los significados del ndmero
autores para introducir los racional
ndmeros racionales?

3. ¢Coémo es la comprension de |3  Describir la naturaleza de la|3. La comprension se fundamenta
los significados del namero comprension de los significados del esencialmente en el significado
racional de los estudiantes de nimero  racional que los f;r:ttg ;Z‘:(’I:?:;‘cﬂgﬁrgo?;'mﬂigz
formacion docente? estudiantes de formacion docente y  razén son los menos

ostentan. comprendidos.
3.1 La interferencia del significado
o . . . . . parte todo en los demés

3.1 ¢(Qué tipo de 'mterferenc'l,as se|3.1 Evaluar los tipos de mterfergnmas significados  (medida, razon,
revelan en la interpretacion de entre  significados del  ndmero cociente y  operador) es
los significados del nimero racional que se detectan en las preponderante.
racional cuando se enfrentan a soluciones a los problemas con
situaciones problematicas  con fracciones de los estudiantes 32 La comprension de los
fracciones? " significados ~ del  namero

3.2 ¢Cual es',la naturaleza de la | 3.2 Descrlblr” la  naturaleza de la racional es de naturaleza
comprension de los significados comprension de los 5|gn|f|cad_o,s que intuitiva vy parcial fundado
que revelan las representaciones se desprenden de la resolucion de basicamente en el significado
exteriorizadas por los estudiantes problemas con fracciones. parte todo
cuando responden a una prueba 33 Los registros de representacion
de preguntas abiertas? . ) ) simbélica numérica y pictérica

3.3 (Qué tipos de registros de|3.3 Identificar los tipos de registros de del todo continuo son las que

representacion utiliza el alumno
en la resolucién de problemas
referente a los significados del
ndmero racional?

representacion  que  utiliza el
estudiante cuando  resuelve los
problemas con fracciones.

prevalecen en la resolucion de
problemas.
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A.2 Presentacion de la Prueba sobre Comprensiéon de los Significados del
Numero Racional.

PRUEBA SOBRE COMPRENSION DE LOS SIGNIFICADOS DEL NUMERO

RACIONAL

APEIIIAOS Y NOMBIES .ot b et bbb
Nivel: .o, Edad:............... Sexo: M [J F O Fecha: ..cccccoovveveieene,

INSTRUCCIONES PARA RESPONDER AL CUESTIONARIO

1. Lea atentamente los enunciados y preguntas.

2. Recuerde que para expresar sus respuestas puedes utilizar palabras cotidianas, nimeros, simbolos, figuras, etc.

3. Sino puede responder a la cuestion escriba explicando por qué no puede hacerlo. (No tiene los términos
adecuados, no recuerda, lo ignora u otra razon)

4.  Sise ha equivocado puede tachar y continta con la respuesta. (Nunca borrar)

5. Si tiene que hacer calculos hagalo en la parte en blanco de la misma hoja. De ninguna manera haga sus
célculos en otra hoja.

6. Lerogamos responder las cuestiones en completo silencio para no interrumpir a sus comparieros.
Le agradecemos su gentil cooperacion e interés por responder a las cuestiones

Sector “Preguntas” Sector “Respuestas”

1) Si divido una barra de chocolate en cuatro
trozos iguales y tomo tres, ¢ Qué significado
matematico tiene para usted la accion de tomar
3 de un total de 4 trozos?

2) Si en una reunion de amigos son tres chicos
y cuatro chicas, ¢Qué fraccion del grupo de
amigos son chicos?
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3) Tres amigos quieren repartirse 5 chocolates
de manera equitativa, ;Cuénto chocolate le
corresponde a cada uno de los amigos?

4) De la observacion de la figura. ;Qué parte del segmento

a es el segmento b 2

5) En una mesa hay 9 libros de los cuales 5 son
de matematicas y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros de
investigacion respecto al namero de libros de
matematica?

6) En un saldn de los 35 alumnos aprueban
matematica los 4/5 ;Cuéantos aprueban
matematica?

Sefior Estudiante, gracias por su cooperacion.
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Anexo 1. Informacion Adicional Sobre el Analisis de Libros de Texto.
A.11.1 Disefios y Programas Curriculares del Contenido “Numeros Racionales”
Peru 1982-2005

Grado Dispositivo Leal Contenidos Especificos Capacidades, objetivos/ Pautas Metodolégicas
1 R.M. N°0667-2005 | NUmeros racionales El Area de matematica desarrolla las siguientes
Disefio Curricular | Igualdad. capacidades de érea:
nacional de la Adicién. Razonamiento y Demostracion.
Primero | Educacion Basica | Opuesto de un nimero racional. Comunicacién matematica.
Regular. Valor absoluto. Resolucion de problema.
Proceso de La propiedad de densidad.
Articulacién. Multiplicacion. Propiedades.
Inverso de un ndmero racional no nulo.
La propiedad distributiva.
Sustraccion y division. Propiedades.
Potencia con exponente entero.
Expresion decimal de un nimero racional.
Expresion decimal periédica y nimeros racionales.
Generatriz de una expresion decimal periddica.
2 R. M. N°019-2004. | NUmeros racionales El Area de matematica, prioriza el desarrollo
Programa Igualdad de tres capacidades:
Primero | Estratégico Adicién. Razonamiento y demostracion.
Nacional de Opuesto de un nimero racional. Interpretacion de gréficos y/o expresiones
Desarrollo Valor absoluto. simbolicas, y
Curricular. La propiedad de densidad. Resolucion de problemas.
Disefio Curricular | Multiplicacion. Propiedades.
Bésico Inverso de un nimero racional.
La propiedad distributiva.
Sustraccidn y division. Propiedades.
Potencia con exponente entero.
Expresion decimal de un nimero racional.
Expresion decimal periédica y nimeros racionales.
Generatriz de una expresion decimal periddica.
3 Reconocido por el | Fracciones y decimales. Competencia General: Establece conexiones
MED-2002 entre los conceptos, hace uso de destrezas,
Primero | Disefio Curricular algoritmos, estrategias heuristicas, procesos de
Bésico de modelacién, y muestra capacidad innovadora,
Educacion interés, confianza, perseverancia y flexibilidad al
Secundaria de resolver situaciones probleméticas.
Menores. Utiliza el lenguaje matematico para interpretar,
Una Nueva argumentar y comunicar informacion de forma
Secundaria pertinente; lo valora y demuestra orden y
precision.
Procesos caracteristicos (Capacidades)
Resolucion de problemas
Razonamiento y demostracion
Interpretacion y comunicacion.
Manejo de algoritmos.
4 Reconocido por el Primer grado: Competencia: Interpreta, formula y resuelve problemas
MED-2001 Fracciones y decimales: Operaciones y propiedades. | de la vida cotidiana utilizando técnicas y formulas al
Primero | Disefio Curricular aplicar métoldos ai)_rlgplagos que mvolfucra_n datos y
P contraejemplos, utilizando nameros, funciones,
y Basico de Se,gundo 9“’!"‘): . . geometjrl'a, %edida y estadistica, desarrollando
Segundo Educauop NuUmeros racionales: Operaciones y propiedades. comunicacion, razonamiento y conexiones matematicas y
Secundaria de manifestando confianza, flexibilidad y perseverancia.
Menores Se evalla los siguientes criterios:
(Adolescentes) Formulacién y resolucién dg problemas.
Razonamiento y demostracion.
Propuesta Interpretacion y comunicacion.
curricular Aplicacion de algoritmos.
experimental.
5 Resolucion Extension de los nimeros enteros a los racionales. Objetivos:
Ministerial N° Fraccion, Conjunto Q de los nimeros racionales y recta Identificar nimeros racionales y resolver
Primero | 0178-1993-ED. numerica. problemas reales aplicando las propiedades y
Programa Comparacion en Q. técnicas operativas propias del conjunto de los

Curricular del
Primer Grado de
Educacion
Secundaria de
Menores.

Operaciones de adicién y sustraccion de fracciones. NUmero
mixto.

Operaciones de multiplicacion y division de fracciones.
Representacion decimal de un nimero racional. Ndmeros
decimales exactos y periddicos. Comparacion.

Operaciones con expresiones decimales.

Generatriz de un nimero decimal, Célculo.

Potenciacion con base fraccionaria o decimal y exponente
entero.

Radicacion en Q. Raiz cuadrada.

ndmeros racionales.
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6

Aprobado por el

Ampliacién de Z. El conjunto Q de los nimeros

MED-1989. racionales. La recta numérica y los nUmeros
Primero | Programa de racionales..
Matematica para el | Representacion de los nimeros racionales mediante
Primer Grado de fracciones:
Secundaria Comparacion: Equivalencia, relacion mayor, menor.
Operaciones: Adicion, sustraccion, multiplicacion,
division.
Potencia con exponentes enteros. Propiedades..
Representacion decimal de los nimeros racionales.
Decimales: Exactos-periddicos. Generatriz.
Aproximacion.
Comparacion de decimales.
Operaciones con expresiones decimales: Adicién,
sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.
Radicacion en Q. Concepto. Raiz cuadra.
7 R.M. 0043-82-ED. Ejemplos de Actividades de Aprendizaje: Realizar operaciones de adicion, multiplicacion,
Programa division, potenciacion y radicacion en el conjunto
Segundo | Curricular de Identifican el nimero racional como el cociente de Q de nmeros racionales.
Matematica Realiza operaciones de adicién, sustraccion,

un entero entre un entero positivo.

Identifican el conjunto de racionales positivos Q°,
racionales negativos Q" y el racional Q. Utilizan la
recta numérica.

Reconocen la escritura decimal de nimeros
racionales.

Hallan la generatriz de nimeros decimales finitos o
periédicos.

Reconocen que existen decimales que no es posible
expresarlo como fracciones: NUmeros irracionales.
Adquieren la nocién de nimero real.

Comparan los nimeros racionales en sus expresiones
fraccionaria y decimal: “igual a”, “menor que” y
“mayor que”.

Adicion y sustraccion.

Multiplicacién y division.

Potenciacién de racionales con base fraccionaria y
decimal y exponente entero.

Recomendaciones metodoldgicas: Se recomienda
que los alumnos comprendan el significado del
ordenamiento de nimeros racionales sea a través de
la observacion de gréficos.

multiplicacion, division, potenciacion y
radicacion en el conjunto Q de nimeros racionales.

Observaciones: En este periodo en primer grado
se desarrolla los contenidos; regla de tres simple y
media aritmética simple. El objetivo es Aplicar los
conocimientos matematicos en la resolucion de
problemas sobre regla de tres y media aritmética

simple.

Para el estudio de estos contenidos es necesario
tener conocimientos sobre los nimeros
fraccionarios, sin embargo estos recién son
estudiados en segundo grado. Las
recomendaciones metodoldgicas priorizan el
aspecto procedimental: “El procedimiento es
sencillo: Basta para cada caso, plantear la
ecuacion correspondiente y ...resolver”, es decir
sugiere hacer una aplicacién algoritmica de las
ecuaciones.
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A.lll. Protocolos de Solucién a las Situacién Problema de la Prueba sobre

Comprension de los Significados del Namero Racional.

A.3.1 Protocolos de Solucién a la Situacién Problema con Significado Parte-Todo

Discreto.

RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 1
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE ToDO CONTINUO

3-1

TERCER NIVEL

[ EPC . (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

’M/ﬁ , fore o chotelel

1 ; N howe b cloctott pofimss

_.3_ =y JTEyaan Aos 3 et (» boars e cAreial el
s Z

3-2

[ IE  (V, SNp)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

Qw} /e gomi of 15 %
;fer chouﬁafe - e 74~uﬂn ke
e ,15% !n,w'-O- foairdo .

3-3

[ EPC - (SNA)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

rormsenh e prearm Yfrfg

3-4 [ EPI ; (V)]

1) Si divido una barra de chocolate en de une smidad  fors gg el  un AUl o wath oel
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué Ui | '
significado matematico tiene para

usted la accion de tomar 3 de un total

de 4 trozos?

3-5 [ EPC : (SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

S et ___3.- =

4
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3-6

[ EPC . (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

— *ﬁﬂii‘??:ﬁ“i@
ﬂt‘*iii‘fMLI ' ?Jﬂ“::ﬂ U::LQM RAAA
s ¢UM L w-;m‘ar'r: mfo;hw?;’hm
# lﬁ *nz@rkaﬂ.(;-u\X Aot /

A-'-H%u-rucg

e Y

=
Y.

3-7

[ EPC . (PC, V/, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

[y o Bre o e Y el che okt

3-8

; (PC, SN)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢ Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

[ EPC

VO] =2
beo 5 4t

3-9 [ EPC - (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en R Ras A 3

cuatro trozos iguales y tomo tres, ,Qué i A fomon 3 cgam
significado matematico tiene para ' toled de 4 '

usted la accion de tomar 3 de un total

de 4 trozos?

3-10 [ EPC ; (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

WA =5

o on clecte reus o STpaTfTeacte S  {den )

3-11

[ EPC . (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

%m chacdalo -

T o e e oo

Al
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3-12 [ EPC ; (V, SNP)]

1) Si divido una barra de chocolate en e

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué @ se dele o J'@‘ thoco e ool {O{"ﬂ
significado matematico tiene para ﬁw j-t Lo g +J‘m.¢ 3,/ det {Lo'{q_ﬁ dat
usted la accion de tomar 3 de un total dmr.olw‘fq 4

de 4 trozos? )

3-13 [ EPC ; (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en

cuatro trozos iguales y tomo tres, ,Qué RS 3 “{Q

significado matematico tiene para L L

usted la accion de tomar 3 de un total 195 b

de 4 trozos? R A

wiare decir maf,,,a_.é-ca mmﬁ Ae cma  Jp—
gcafa e eila cheviddests -ew.' q};yﬁ, j“ {Lm

Q' Emﬂm y le geecla solo L == serd

3-14

[ EPC ; (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

3-15 [ EPC . (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en _3_

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué Lj

significado matematico tiene para

usted la accién de tomar 3 de un total

de 4 trozos?

3-16 [ EPC ; (PC,V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en | 4 7;4 ;//m 9;#6( e % ol Zoitls ot pfhwiotats

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

é%é« ol eerreats grey
;{//ﬂg]«z’n leians Uy of okbocs /@{M’J

@]

3-17

[ EPC (PC V. SN)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

cfﬂbm cor "A!?’W,I.Cﬂ(f# d"/é)
Pz 240
Uéﬂ //WMWA! Fonan 3 5

e _.gmw/ aw'é }ﬂuw .»zxya«/fm
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3-18

[ EPC ; (PC, V, SNf, SNp)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

3
T

e 3 wbtore fown o 2 TEL A Y o s
dofo o I /ﬂﬁ?hmﬁ

B3 poitls Ae S

3-19

[ EPC ; (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

_?_' q-ﬂ-"-‘rﬂ-_: gt 1 }vahc.c;cr:'l {J-'o{.l-;&-a

3-20 [ IE . (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en vy
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué

doms 34

significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

_ [ruacetat

27 bomvmse s chowlall Raskemn i 4 Y Fogen ol coeclelh

- ¥ _clpﬁl.lw b | JrMM-:sz'“-‘-‘” Jored ppie dasdemcicnn

3-21 [ EPC ; (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué

significado matematico tiene para 3 f L L

usted la accion de tomar 3 de un total " ¥

de 4 trozos?

G Toslo case Toreca _%_ phe fer Maeast Ay ChoosfaTh .

3-22 [ EPC ; (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
- W
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para > e 3 ) 3 a2
usted la accién de tomar 3 de un total i o davidide e waldad § geam Ao tolads

de 4 trozos?

en Cedlto pofles w A o s mvamn
tt‘vm' } tcen Pavin
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 1
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE ToDO CONTINUO

4-1

CUARTO NIVEL

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

[ EPC ; (PC, SNf)]
ey Modoméhcemnk siguifce -
'f//’j"ﬁ"j::'/’,':;J ‘ .

4

4-2

[ EPC . (PC, V/, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

yma. fracion de D

NZZZ. 5

4-3

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

[ EPC ; (PC, SNf)]

kA | %

4-4

[ 11 - (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

%am@w cataln o o3 Y domnean o

gﬂ&m:u‘am.ﬂa rondinflics Sede 4 ol
frrridlda edfin D pandey cie vn okl

3 ;
| Cl\ec&[m‘tz

4-5

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?
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4-6 [ EPC : (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué /’ o d a9
significado matematico tiene para K“///W _( !" M}a Lmto. i a
usted la accion de tomar 3 de un total ' g"
de 4 trozos? R .

OIS 2 o

S g
g v C

4-7 [ EPI ; (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en e
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué - —
significado matematico tiene para 3
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?
4-8 [ EPC : (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en Roze 42
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué P i ] — %
significado matematico tiene para < h;:.a.!.aIlb
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos? TCH —_3
4-9 [ EPC : (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en bava e o docolote
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué | . W 5 Jewr
significado matematico tiene para ,/ W/ /
usted la accion de tomar 3 de un total - / 4 '_/ .
de 4 trozos? o % - g e {

‘-"'”_ A dotal
4-10 [ EPC ; (V, SNT)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

2 o wia Ty fuants
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4-11

[ EPI ; (PC, V, SN)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

%é”y/f sl
Lipripeis- pem fo duons pait o
e

4-12 [ EPC ; (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué ’
significado matematico tiene para o 1
usted la accion de tomar 3 de un total lf
de 4 trozos? o
e T ri ¥
4-13 [ EPC ; (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué @@ Nome & 3 Jr-mo ar Ao "J}I '}Mfm Gue
significado matematico tiene para '
usted la accién de tomar 3 de un total 7 J,. hailen (3
= -’
de 4 trozos? ¥ ‘f :’ ‘E,—me poul -Z/‘%f
4-14 [ EPC ; (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en -~ - -
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢ Qué %ngrc:z. . 'Ll.( d—?
significado matematico tiene para WA m; QS*QW 4
usted la accion de tomar 3 de un total WM‘J’ N 1},.23
de 4 trozos? ™ ¢ ‘l‘Q DL')
cuarks  pevtes oelia
=2
.h'
4-15 [ EPC ; (V, SNT)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

Stgw\'l‘m vt e UWudagt  Vaas dierdn o
CL)OL—[YO P(jl-th'b Lgdﬂ.ufﬂ o (09 otalen hoq

Loman 3 poals de o H o3 3
- 1y
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4-16 [ EPC ; (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué %\m\)g\\‘ﬂqmqw-\e "se_pres:m\chcﬁo PoY 3/ Y wnoy

significado matematico tiene para

Qe en oo de

3 de lag

J:om*a(

U(

gztzeldtrlgzizc?lon de tomar 3 de un total Po.t-\o_s \ﬁ)uq,[e_s en S‘Ue gve d'{ub'diepa
ese. prudad de bawa do | Shocolads
Tomo 3 de RSSTRRCPAT j Dwido en Y

4-17 [ EPC ; (PC, SNT)]

1) Si divido una barra de chocolate en .

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué P e

significado matematico tiene para /% '-_-ﬁ') _.__:2,_

usted la accion de tomar 3 de un total "L q

de 4 trozos?

4-18 [ EPC ; (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

/Y
3

-

4

i,

4-19 [ EPC ; (PC, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en :

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué 4] 3
significado matematico tiene para e

usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

;’ /L

4-20

[ EPC . (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

=

iq

Segnfcca gue pi el thocolaTe Jue” denrcldlo
d i (quals Nelo pne LuJowsq Tenar 3
e Ay Y -{ 2 2% M
4 = -
Hil= A

2
4 - —_
RS >

ol
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 1
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE ToDO CONTINUO

5-1

QUINTO NIVEL

[ EPC . (PC, V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

e =z

@]m m.‘( l'ﬂ?ﬂ(? Slaﬂl“’l(ﬂl’}ﬂ et mah

to g HLIII'F"#N

4~ Do nemivad ¢

5-2

[ EPC ; (PC, SNA)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

g vhe jwaccon Que

Qagu;uo(e @] 3
4

2 s

[
- _]

WA
\N

5-3

[ EPC - (V, SNA)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

-—MM«.WM&M/L:&:@W PO.AIIALau,al

!

uhtu&“ﬂl¢aam*%-¢d.ﬁx&),lﬂuuﬂaﬁwﬂum

5-4

[ EPC - (SNA)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

>

5-5

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

5-6

[ EPC . (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?
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S5-7

[ EPC ; (SN)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué

>

£ - -
significado matematico tiene para ¢ ";’M f/w{ G
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?
5-8 [ EPC . (PC, V, SNf)]
1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué W
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total s

de 4 trozos?

5-9 [ EPC (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en | 7¥ese ef ?w-?l'?v'-“-@

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué b peiPe '?,E A
significado matematico tiene para .;L.r_ -3 - L *9‘“’""!‘“ ta slek

usted la accion de tomar 3 de un total H4 4 Y ddgestade

de 4 trozos?

5-10 [ EPC : (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢ Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

5x?u/m quse he Tamack

i

1

Fods goe o

5-11

[ EPC . (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ¢Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

3

[

4

VAZX/A )

.

5-12

EPC ; (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

j/‘é)mla.3/m7ie.j/w?aﬂéw

3
e jpacte },
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5-13 [ EPC : (SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en 3

cuatro trozos iguales y tomo tres, (Qué | ——

significado matematico tiene para c].

usted la accion de tomar 3 de un total

de 4 trozos?

5-14 [ EPC : (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en £ o Fre ces : =

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

&
Gropecomsnds  pmATT

5-15 [ EPC ; (PC, SNT)]

1) Si divido una barra de chocolate en r -

cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué / g 3
significado matematico tiene para - = .
usted la accion de tomar 3 de un total =

de 4 trozos? — % ?
5-16 [ EPI ; (V, SNP)]

1) Si divido una barra de chocolate en . Lon
cuatro trozos iguales y tomo tres, ,Qué 5:‘--'?4’“- Lo % & ok darvo

significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

o-17

[ EPC : (V, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

gﬂ,u,e. ruz.ta"a /J;m,{aa&'/bgmﬂd . —2‘ QAL Ls ek
p-rm.r.cw{t-/,om (‘.r;cb-o g “Lewgo e Araii dad
ponltida e y) Youvo Trea o Jde
anlove Tonre Lo,y —g-fpm_fw ﬂ adverto m’"% Arls
_Z FM—&" Guise al suvworde que Jdo e ewleve
' =% = o

?

= [
— e —
& ¥

ok vey

5-18

[ EP ; (PC, SNf)]

1) Si divido una barra de chocolate en
cuatro trozos iguales y tomo tres, ;Qué
significado matematico tiene para
usted la accion de tomar 3 de un total
de 4 trozos?

C
AR
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A.3.2 Protocolos de Solucién a la Situacién Problema con Significado Parte-Todo

Discreto.
RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 2
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE TODO DISCRETO
TERCER NIVEL
3-1 [ EPC ; (SNT)]
2) Si en una reunion tofsl  Con Pt atier 7 cbucos
de amigos son tres » fotmas
chicos y cuatro chicas, Fyppanie 2 s N S
¢Qué fraccion del F7 2 2
grupo de amigos son
chicos?
3-2 [ EPC ; (SNT)]
2)) Si en una reunion Chices = 3 CHIcOS CHICAS .
de amigos son tres Chicas =
chicos y cuatro chicas, ) = 4
¢ Qué fraccion del TATAL .
grupo de amigos son :ATH, 5us) = 3 __?__ LI
chicos? ? 7

3-3 [1 ; (SNf)]

2) Sien unareunién
de amigos son tres L,(
chicos y cuatro chicas, o
¢ Qué fraccion del ‘}
grupo de amigos son
chicos?

3-4 [ EPI - (V, SN

2) Si en una reunion - L .
de amigos son tres L5 &-ﬁtﬁma '&_!L Q'th ar q- /f
chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

—
=
S

3-5 [ EPC ; (SNT)]

2) Si en una reunién 3
de amigos son tres e
chicos y cuatro chicas, ?

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?
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3-6 [ EPI : (V, SNf)]
2 Si en una reunion Tren  chuces ) Vi

de amigos son tres {_u. Jrua:cza y dnges

chicos y cuatro chicas, | muc@R. cwmiass 2 ome

¢ Qué fraccion del o 3 a”
grupo de amigos son <on Lhm 3

chicos? g"

3-7 [ D ; (SNf, SA)]

2) Si en una reunion
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

Seom aiess o[y
i can z( M)

ViM= 3

3-8

[ EPC - (SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

e chitey .
Y chigar - _3._.

o Ceri Chier?
T amiges f

3-9

; (V, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

Rpds 3 nor P B Bohien y b chiv
5y bebad gpn 1

g
J o

Jsm thicen y hid 3

=7 S wl;\_&qo.u«m Ak atsrda
3 o b ot s e

3-10

[11 - (V, SNA)]

2) Si en una reunion
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

“é,,mw S c"’“f?‘”‘fm {g“e/‘rﬂuﬂm dﬂywz‘*@“ﬁt’ ceecfgot
Loy P edafee™
5 @ Chteen = A ehfen
. Yetl .
= pliee "':.La o
=D .ﬂ::tfyéclaﬁ.éy; e Grore e Shilewr or fgusak of
puho_forolin e o oW
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3-11 [ EPC ; (V, SNf)]
2) Si en una reunion 3 . B (haes
de amigos son tres 7 ty dhitames

chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del

grupo de amigos son A, &
chicos? | mﬂ?}w‘:ﬁg_
Do’
3-12 [ EPC : (V, SNA)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

[mimw LWO"‘WJ‘! 24 '{{"hx-f ¢ A, F
devicle  ag po drice A @m A J—»‘_u_,sz,
3
=

3-13

[ ; (V, SNf)]

2) Sien unareunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

l"ﬂ!'

i f#({!?ﬁ ole Fopr 3 =Lea

z o Jf'rc*s ﬁ-'m-frw}
/A’/ - ‘T’ M(Cﬂf

3-14

; (V, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

3-15

; (PC, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

’; A‘JTD chisn
_— Y clumg
T "

3-16

[ EPI : (SNF)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

AL Telienuy on @10 o X @m0 el 1e0fm clieie
it a1 14
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3-17

; (PC, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son

2 pofiomerte ZEEAIT ]
? o e e ——
3 chegs Y pin'con
3-18 [ EPC : (SNF)]

2) Si en una reunion
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

2 bl gropo s

(A st -

3-19

[ EPC : (V, SNA)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

3 h

344 = FFrss
qH ‘{‘:I-ﬂﬁﬂﬂj

3

—

de :!sz“{.Er;-m 3 S e,zuzacn

3-20

[ EPI : (SN

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

2l Remian o i Amiger e (@)

F chen 3 —>Gepe

&4 ched

3-21

; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

3-22 [ EPC . (V, SNf)]

2)) Si en una reunion i - - :

de amigos son tres tos chiees”  men los 3 an ordir
chicos y cuatro chicas, F

¢Qué fraccion del Lo trea Moo ds myoThe P I BNy .

grupo de amigos son
chicos?
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 2

COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE TODO DISCRETO

CuARTO NIVEL

4-1 [ EPC : (SN)]
2) Si en unareunién \
de amigos son tres ~  SHicod
chicos y cuatro chicas, 1 wiieas -
¢ Qué fraccion del )
grupo de amigos son B4 = 3 amisos -
chicos? ewias = 3

1

+.

4-2 [ EPC ; (V, SNT)]
2)Sienunareunion | 2 4Y — _ Lﬂ‘ﬁ'l peIseMGS
de amigos son tres -
chicos y cuatro chicas, C&\I(.GS - 3 s D C‘hTCpi c‘}-Q %“u‘\&’; & F.

¢ Qué fraccion del

grupo de amigos son Bohe b
chicos? 7'!// §
> [ EPC . (V, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

dgm 5& &Limc.&c;:?:’ ,,;.&’ Mgm .
7.
-?

4-4

[ EPC (v SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

&MW& A ‘:
"-i M—TEM T using

Osea fante dewrtodo e 7 -

W‘

4-5

: (PD, V, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

o fcein o - F [
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4-6

; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

£t

(hic_on
3

3

4-7

[ EPI . (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

Huan
ET Y]
pb ARt ac\p b=

—
—

<

4-8

[ EPC : (PC, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

Tatd L

Saf 3 Chid/e hian

YA

Bloccinn cutie

=
7,

4-9

[ EPC ; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

.« B
= tr)

chicg S

chicot

s <
—

A . of f%%%%%%% pups  cieri g

oh
i

i

4-10

I ; (SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

3
7
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4-11

[ EPC

, (SN)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

Lo chico o 3 gk

e

;,

4-12

[ EPC

; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

X % g

‘1"0"(2_\. :_7’

g g g ¢l grupe sein. de amiges
A
g ==
. 3

4-13 [ EPC ; (PC, SNT)]
2)) Si en una reunion Ciwrd L ok ean.
de amigos son tres Ry
chicos y cuatro chicas, m Pﬁ\'% \ jj‘ ‘Uflj
¢ Qué fraccion del T
grupo de amigos son Y
chicos? ..3/)-,/;. é
Chip = %—-
4-14 [D ; (-]
2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?
4-15 [ EPC ; (SN)]
2) Si en una reunién % CM“’ h]

de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

A dareens

I Cwpe s

thadcos
i S

ae( d .
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4-16

EPC : (V, SNA)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

[
3 & Adtadl es T de les cudles 3
Son Ohiced estamss havlands do

3

q_

4-17

; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

[ EPC

A AT
IEY

Y
4 n 2 del Tolel
+ de g po

Son— Jarond

4-18

[ EPC : (SNF)]

2) Sien unareunién
de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

3 chicos 3

--_-z'— N paoﬂaﬁ de ¢ hicos,
4 chicas
M

ch*ah’t am‘ngos.. pd

4-19 [ EPC ; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién

de amigos son tres %% % 3 —3 Chf(.ﬂ}

chicos y cuatro chicas, > e

; Qué fraccion del

arupo de amigos son ’:}_ — Telsl

chicos?

4-20 [ EPC ; (V, SNP)]

2) Si en una reunion CCAdcas . “

de amigos son tres S , . > 3fy = ?ngaj
chicos y cuatro chicas, ¥ . < J'!‘ P

¢ Qué fraccién del

grupo de amigos son de ?; 3 Ao C’th.'da_g :> ..::}’._ £ 61

chicos?

. 7+
g Yeprunds g S Paadne i s Tola?
cle F emige s,
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 2
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO PARTE TODO DISCRETO
QUINTO NIVEL

5-1 [ EPI ; (SNT)]

2) Si en unareunién
de amigos son tres Am.. ‘LU.M 3 g m|%¢) .
chicos y cuatro chicas, ! 3

¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son

chicos?

5-2 [ EPC ; (PD, SNf)]

2) Si en una reunién -

de amigos son tres % % ’E %’ 5 5 i

chicos y cuatro chicas, | ~—=—g—" z

¢Qué fraccion del 3 Chios _

grupo de amigos son 1 C}”ﬂ‘f‘ - fattﬂ 7
chicos?

(2

5-3 [ EPC : (SN)]
2) Si en una reunién :
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

5-4

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

5-5 [ EPI : (PD, SNf)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres § z ; 2‘ % E ?' :_& 7
chicos y cuatro chicas, .

A EARY

¢ Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?
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5-6

[ EPC

, (SN)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

S-7

[ EPC

, (SN)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

5 2 (e

5-8

; (SN)]

2) Si en una reunién 3 W
de amigos son tres .

chicos y cuatro chicas, ¢ Lhectsd -;‘.'ZL' M aon  chuen cle/
; Qué fraccion del )

: ¥ omug ' Gtugn b arug=> .

grupo de amigos son
5-9 [ EPC ; (SNT)]

de amigos son tres
chicos y cuatro chicas, i
¢ Qué fraccion del E
grupo de amigos son
chicos?

chicos?
2)Sienunareunion | fu ngm pz.;,( ?-w/;‘, #e Mg,p gee M/mb.qcn a o
Az P

5-10 [ EPC . (V, SNf)]

de amigos son tres

chicos y cuatro chicas,

grupo de amigos son

chicos? ¢

2) Si en una reunion ét /Lofaj }M ?FW (e/ As-o"'o)
¢ Qué fraccion del
Y WW/M & LD chickd
= :

5-11 [ EPC . (SNA)]

2) Si en una reunion 2
de amigos son tres 2__
chicos y cuatro chicas, .:l_-
¢Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

5-12 [ EPC : (SNA)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?
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5-13

[ EPC

, (SN)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

o-14

[ EPC

, (SN)]

2) Si en una reunién
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccién del
grupo de amigos son
chicos?

A’wx&éf’m:% ngm/-o

5-15

[ EPC

; (SN)]

2) Si en una reunion
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

5

e e

5-16

[ EPC

; (SN)]

2) Si en una reunion
de amigos son tres
chicos y cuatro chicas,
¢ Qué fraccion del
grupo de amigos son
chicos?

3 chor + U G =

5-17 [ EPC (PD V, SNf)]

2') Si en una reunion Leoa Evid, G e ed A "“TM e linvo
de amigos son tres 5 ch . wllj a() o =

chicos y cuatro chicas, | ¥ «du<aa s X -ﬂM‘lwm =

¢ Qué fraccion del

grupo de amigos son - . AL
chicos? E - [%l 2 \ﬁ- < I
Y chieas
b= 4
5-18 [ EPC : (PC, SNf)]
2) Si en una reunion - _ _ -
de amigos son tres ucos= 3 * : % é
chicos y cuatro chicas, e s = -'1' ff
¢ Qué fraccién del ?_ "
grupo de amigos son T .
chicos? 7‘&&&! 3’{

321




A.3.3 Protocolos de Solucion a la Situacion Problema con Significado de Cociente

RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 3
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE COCIENTE

3-1

TERCER NIVEL
[ 11 ; (SNf, SA)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a

2 C2as sy A COWCpOIS
. 3 <

_?/g_ ot LA co Lada

cada uno de los amigos? —_— = X= _,3.-
> S 4

3-2 [ EPC (SNf)]

3) Tres amigos quieren N

repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

'. C/U = l
3
fixlo ’7}7
e Gy
q,ofo ‘

o
pa,

I A R
3 3733 O |
3-3 [ EPC ; (SNT)]
3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de = = . 2 A5
manera equitativa, ¢Cuanto 3 T3
chocolate le corresponde a —5"'
cada uno de los amigos? A!{ A %Mgﬂ, /(,
3-4 [ EPC : (SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren . . -
repartirse 5 chocolates de }__““‘aff’,““m ‘[& hum —
manera equitativa, ,Cuanto B o A0 3
chocolate le corresponde a b
cada uno de los amigos? {_3_1;
Iy
20
id °
2
—~ A U oumnied L W\’m 178 =
3-5 [ IE : (SNd)]
3) Tres amigos quieren 3z
repartirse 5 chocolates de S Z—’_‘
manera equitativa, ;Cuanto -—3270 f.66c¢
chocolate le corresponde a 2

cada uno de los amigos?

3-6

[ 11 . (PC, SNf)]

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

- EAE=A

=
3
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3-7

[ 11 . (PC, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

o 1 !',,.-

del dutad dud (e late

3-8 [ EPC : (SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren = ‘/_‘g e

repartirse 5 chocolates de - %y

manera equitativa, ;Cuéanto

chocolate le corresponde a -

cada uno de los amigos? A 646 chnclaty

3-9 [ EPI ; (SNT)]

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

91_ k) ﬂ.in-ud-\,-:a,wa QI-W:MV\ I"tfia'fl":d'i-‘-.. -.ECL\-DWL;QJ{'@J
""'?’ O, Cio che,  Laind Le Lﬂ"rﬂjﬁlmd\nr{:{_

3 e cho c.O’{Cui'(’..
3

3-10

[ EPC : (PC, PD, SNf, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

3-11

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuéanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

3-12

[ EPI - (V, SN

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

2 ooele W%D Q“"'a— Avt 3 L".‘{'o Corrot
um total de sn choco tude w L ctd -
rlgun de chotufe oo 3 o' Jue duA i g
oA onp 1 3/‘-{
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3-13

[ EPC . (PC, PD, V, SNf, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

00,

& LTS ‘%
(] (EET caET EEC GES A

=2 Osta cada chocolales g¢ (M,ém o 3 e gee £ 3

3 a.mrrjfﬂ:- Voo coad
f:ﬁﬁ_‘g — (:4{ oo ety caubrde i le !{aco < Cade

20 Ewp iy -

3-14

[ EPC . (PC, PD, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

I +2 . 5

—

5_Chocoleten & 2 §~= 2= S

I R

—-—

Ja"___::-f 2/5 4”3 Efﬁ

jF_’_-_:j

3-15 [ EPC ; (PC, SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren 3 m%m
repartirse 5 chocolates de olait
manera equitativa, ¢Cuanto T elhocontan -
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos? >
Roe e cous Be
Dpidt > o chotolafe ;-

3-16

[ EPC  (V, SNF, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

5 cffmmm
/g}? ({?’f’//m/ £ eulrro 7,@@&&4 %/3 Atmrcc.ff-a . s

k4
sfép’f Jggffi = AL E

"'7_

3-17 [ IE ; (V, SNd)]
3) Tres amigos quieren 2 gerre
repartirse 5 chocolates de 5 oo GZZ,{:,
manera equitativa, ;Cuanto §r
chocolate le corresponde a -;*a)"'l@- 5 enferty i hover? I o
cada uno de los amigos? c g3

_-3 f.!é

. M‘,& /vwﬁrkmﬁﬁ,o/mﬁcfﬁ?&z&

(ada _geprp
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3-18

[ EPI  (SNF, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

8 émde’/;aﬂa&d lo-le w750 96

ﬁmm

3-19 [ EPC . (PC, V, SNf)]
3) Tres amigos quieren B i g
repartirse 5 chocolates de § drercaleds

manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

5
1:'3- = j‘% i Uﬂdmt—ray-ga-fd#?a?ﬂr&:ﬂh%dﬁmkh
She st ditte 201 3 gats

e g

3-20

[ EPC  (V, SNF, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

3y _\Mww_v-«

,_s._=i,5£.”

3 ,
fecd’
Sy Lo fowena e Ceptech cn e e

3-21

[ EPC . (PC, PD, SNf, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a

SR e [ N B AR 4
Q cala aow?n Le. Eornespaon AR, /’? e ha cofo B,

cada uno de los amigos? 2y ofecs - 3 e thocolafl, S Sz m_,,,c,a ORI e, 6?{
(L) rrj 37

3-22 [ EPC ; (SNf, SNd)]

3) Tres amigos quieren : ‘g,

repartirse 5 chocolates de T Dwne 5 cChecoer en¥re TTeen cmogod

manera equitativa, ;Cuanto )

chocolate le corresponde a _5; = 4, G

cada uno de los amigos? 5

$ Dopmde wnz e mi‘rmpuﬁt}\!.
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 3
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE COCIENTE

CuARTO NIVEL

4-1 [ EPC ; (PC, SNf]

3) Tres amigos quieren

repartirse 5 chocolates de , ] ] l CHOCDIATES -
manera equitativa, ¢ Cuanto

chocolate le corresponde a 3 ardgos -

cada uno de los amigos?

‘A ada uno e mnmfémd.t: .53

4-2 [ EPC ; (PC, SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren DO nNnN oo
repartirse 5 chocolates de _ 1
manera equitativa, ;Cuanto S
chocolate le corresponde a -i = 4bb le t”“i 4 cada amgd. L chnm"\a'i.e
cada uno de los amigos? = 0,6k At mjma
3

5 Z_%E .

3

£

A

4-3 [ EPC ; (SNf, SNd)]
3 ) Tres amigos quieren - E,@,{fuﬁm e
repartirse 5 chocolates de dl ?“f s 5"‘{3 R Lox ot

manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

4-4

[ EPI ; (PC, PD, SNf, SNd)]

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de

DEIDUWM

manera equitativa,

¢Cuanto chocolate le A T~ 4

corresponde a cada uno

de los amigos? 5 % Mﬁﬂ ﬂpﬂa 4eVLO r:L 2
Gt ufa, 1’.;’{

4-5

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

[ EPI . (PC, V, SNf)]
Gy P, v

A Dm':'i?i” \ - éw z ﬂmﬂ'sf‘ lr Fﬁi‘p‘c.:w:w wn tpiedud S
< [Jq,er-?

= Corv Lirwrerz /5 f‘&ﬂ;ﬁ' o wewchols ol peikeumer
ln S chartbr

I.l J('.> i M.aguofﬂ.g anbirsr
’ T poilee o
= L“ﬁ“om‘g'ﬂ ﬁi;{im?n_c:km&n&
] ?A"&mwwmw
e
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4-6 [ EPI : (PC, PD, SNf, SNd)]

3) Tres amigos quieren — -

repartirse 5 chocolates de :f_f_’f i‘“;'? )jr[;( E =2, - fj . 6

manera equitativa, ;Cuanto ? . =

chocolate le corresponde a . - - -

cada uno de los amigos? 3‘;;\ “f :\i Si PN , _,..‘.' 24
A A ‘o 70 H-,Q

4-7 [ EPI ; (PC, PD, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

o

4 N naa& [ 12¥ = I
&

4-8

[ EPC . (PC, PD, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

I ey I ey § s f S |

s % =12
4-9 [ EPC : (PC, PD, SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren o L Coond idett Lo chacelilon
repartirse 5 chocolates de ' '
manera equitativa, ¢Cuénto % "j: o ST 5 - 1 =«
chocolate le corresponde a % :,.A‘ ’B . TT Ay
cada uno de los amigos? { {-' L ' !
,
!_K'B T CAN Aacdete 70 F70 ob ole e
""" o
T 8w Ly /
4-10 [D . (SNf, SA)]
3) Tres amigos quieren =% = “"“'“BP
; LRI 0
repartirse 5 chocolates de the 5 :> Ch dpatio ot

manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

@) (&) = (RS = A5 K

_,E;"gwcj’;tﬂ z ol azifm%o tovTeiperrels & Chabolof -

4-11

[ EPC . (SNF)]

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

cada Ao e Lo

Connr parcie
&mﬁﬂ -

£
3
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4-12

[ EPI . (PC, SNF, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

= .Qf-\'sguﬁ

5
5 e}hbm'-ﬂ-"‘ﬁ i-.) -

O codn pae A LoS aminod le rorvesPonde

vez exmdrdnd  eQoteliuz ae L4 se Jhowotshe

rN \ N N_1 - gy 4 -3 .'.I."""% =5
. => 4+ 3 =3 %
4-13 [ EPC : (PC, SNf)]
3) Tres amigos quieren _
repartirse 5 chocolates de 5 - m@ #2 m
manera equitativa, ¢;Cuanto 'g -
chocolate le corresponde a e
cada uno de los amigos? _{2_,_-1
5
4-14 [ EPC ; (SNT)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

5 4q choclok
3

]9 vaesw

4-15 [ EPC ; (V, SN)]
3) Tres amigos quieren o U : .
repartirse 5 chocolates de A ta, ° 193 e omecolate, o

manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

& code Umeo (ﬂ/)lﬂ‘ut@ & n Wmcw(¢’ti3_

% porG e (g,
3 ot dofy

4-16

[ EPC - (V, SNA)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

dividiends 2 les h.ertes?onc&a.r\; adewmal

de A é\\ocoztcc'#e_ pot Qersene % (dos Aereecss
pevtes da  Choctlodde
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4-17 [ EPC : (V, SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren 3 b,
repartirse 5 chocolates de 5 CH, :?IL?‘ = & cada LEYIIRY fQ
manera equitativa, ;Cuanto —s o~
chocolate le corresponde a = ng'-p Lorts Mdl ’.«5' <
- = .
cada uno de los amigos? B-a & b oo
5 A p:Y Je mponc!l. e} C‘ae.!ﬂ\
= _j_—_: /, 6 phe 4 chocalafe Fmas
0 de G"'\Qcﬂé“ﬁe-
4-18 EP . (PD, V, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a

cada uno de los amigos? 5 = 5 I_B/—- K 4 1 ._.'?'_.
3 = 3
3 —
< @mh '
R 2~ A wda amigo e va 2 ‘i’ota's 1 'ta.b\e{a de choolate
* 2/, w ad se” roparfian equitativamente,
4-19 [ EPC : (PC, PD, V, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

Lem "aerv..gu v Coda  Jaak
(LWvaJJn,b ton day Tees) dod:ww(d%

4-20

[ EPC - (V, SNA)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 3
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE COCIENTE

QUINTO NIVEL

5-1 [ EPC ; (PD, SNf)]
3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de t“""““” o coda amgy Be Tocu 2"\“*“‘“‘”“"”&2
manera equitativa, ;Cuanto '
chocolate le corresponde a a 5/3 - —_ - .
cada uno de los amigos?
’ O ® 8 O ) r 2o 242
—_— g: % 3 == 5
= t'n.lpc.nln-t 3 =
rl.l-l—l—-—_-.-"
b Cods ﬂ'l'!hcj‘,, h_ &:«rmvm %
5-2 [ EPC ; (SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren ‘
repartirse 5 chocolates de 5 Poox. Ly€66 3 '}QE{ . ;_L ¢
manera equitativa, ;Cuanto ’5 = — 135 ! "?é’
chocolate le corresponde a 12 ¢ “z
cada uno de los amigos? Se efoafen O ¥h l*-ﬁ j’i “ 2
i
5-3 [ EPC (V, SNf)]
3) Tres amigos quieren -5 Tonl da thocotaln S
repartirse 5 chocolates de —_— .
manera equitativa, ;Cuanto % 8
chocolate le corresponde a -3 Lcsﬁm‘..:n | Ta-@-o s cokaley = S - i_,. -
cada uno de los amigos? Ttk M&m 3 A3
= |42
> o toda .
Qrrm o Qe e V4 O
5-4 [ EPI ; (SNT)]
3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de ,,4!—-
manera equitativa, ¢Cuanto (5
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?
5-5 [ EPC ; (PD, SNf)]
3 ) Tres amigos quieren M HEB 1l I;Uﬂ EJ\ o A G
repartirse 5 chocolates de ' o Mr_w M(Jﬂ mtl.ﬂ"—
manera equitativa, ¢Cuanto _ - W’,.‘l’Q, gy TP gy,r doryr?
chocolate le corresponde a -5-
cada uno de los amigos? 3
5-6 [ IE ; (V, SNf, SNd)]
3 ) Tres amigos quieren . A, 66 atoda Umo .
repartirse 5 chocolates de =9 5 L{“gé = ' = ' e
manera equitativa, ¢Cuanto 3 Geoda Waru pevves ) tols. -
chocolate le corresponde a 20 theeo bl e 4. thoco
cada uno de los amigos? g
20 -
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S5-7

[ EPI ; (SN)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos

[ i, poo 21

5-8

[ EPI : (SN

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

3 -7 omuy®
5 —3 cherolala

5-9 [ D ; (SNT)]

3 ) Tres amigos quieren| jsTgdmt he clocotate, —g
repartirse 5 chocolates de it -
manera equitativa, ¢Cuanto #w ke J =3

chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

5-10

[ EPC ; (V, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

Dipcdims cacdk chocstale en fres pantes
/a0l @ oleci é,\_;,?:g Como AN

conco cho cole e m//f&&m&pﬂ 5
G Co,dg /ﬁg/zjﬁ’ [ 4] M

' G cod e cz«mig.a/é' fova 54

F,5, s
27373

5-11

[ EPC ; (SN)]

3 ) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

2
3

5-12

[ EPI ; (V, SNT)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

s
Cdze =2 ' .
@,;aoéow&é ,do/wz‘ém 3;@&; oéén?o

17 jeseze

/A,(,?p * @ Cadeans Az irroporitc -
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5-13 [ IE : (SNd)]
3) Tres amigos quieren 5 W2
repartirse 5 chocolates de 2 1,6 # ¢
manera equitativa, ¢Cuénto —z &
chocolate le corresponde a £
cada uno de los amigos? —2
1, €
5-14 [ IE : (V, SNd)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de

manera equitativa, ¢ Cuanto Yy {'/ 66, - .

chocolate le corresponde a fg & <, &6 - fPn b obs tum ctio tv M
cada uno de los amigos? —

5-15 [ EPC ; (PC, SNf)]

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ;Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

—
]

z
$+=z

<

1 7 T
T————T -~
5-16 [ IE ; (PD, SNd)]
3) Tres amigos quieren i U L3
repartirse 5 chocolates de ? (j 2 m] 3_ A
manera equitativa, ;Cuanto 2
chocolate le corresponde a D
cada uno de los amigos? n 0
5-17 [ EPC ; (SNf, SNd)]
3) Tres amigos quieren 5 5 /3
repartirse 5 chocolates de ‘-3 a3 7.£¢6
manera equitativa, ¢Cuanto _E'a
chocolate le corresponde a 18
cada uno de los amigos? 30

A codlo ame  [fo fodans owbove Lo 68 gt an

".1 3*

£

5-18

[ EPC

3) Tres amigos quieren
repartirse 5 chocolates de
manera equitativa, ¢ Cuanto
chocolate le corresponde a
cada uno de los amigos?

; (PC, SN)]

|e corvesponde !
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A.3.4 Protocolos de Solucion a la Situacion Problema con Significado de Medida

RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 4
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE MEDIDA

TERCER NIVEL

3-1 _ [ EPC ; (SN)]
4) De la observacion de |\! - a’l"'iwl - -
la figura. ¢Qué parte del ST L s
segmento a es el ey ———
_ e -a bh
segmento b ? ,pc.~ . 5 o b v T
. a by 9 =
3-2 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de ,=4 . /3= 3
la figura. ¢Qué parte del el —-—|——
- / Z. 3
segmento a es el W
segmento b ? g
b i Lo 2 }a'a.ﬂ‘m de OO
3 —-
33 [D ; ()]
44) De la observacion de a
la figura. ¢ Qué parte del e —— '
_ i it
segmento a es el 4 — | L
_ 7 (. l )
segmento b ? b
3-4 [ 11 ; (SN)]
4) De la observacion de - 'l‘al‘ i "l- —————+> % .3
la figura. ¢Qué parte del :t?b_ 77T
segmentoé_lesel W..f..._ £ _ oz 4
. " LI L 2 - -:?— -,_2.
— b :
to b?
segmento % ..é_
3-5 [ EPC ; (SN)]
4) De la observacion de - s it PTG
la figura. ¢ Qué parte del SR i
segmento a es el 'H-I-H-EH-Q—i—H—l—H—'*
segmento b2 ~6 -—
-7 _
3-6 [ EPC ; (SA)]
4) De la observacion de . a b 14
. » , "I —
la figura. ;Qué parte del “fm—l—lﬁl a9
segmento a es el '
_ i) ———— |~ ——p
segmento b ? b
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3-7 [ EPI ; (SNT)]
4) De la observacion de a
la figura. ¢ Qué parte del 8 t23 W SERBO
segmento a es el il ———————
_ te oy 4ps 6
segmento b ?
=7 \T
5 R
3-8 [ EPC : (SNf, SA)]
4) De la observacion de a
la figura. ;Qué parte del
segmento a es el
_ b
segmento b ?
5 6/ & 2
@ 7 o
3-9 [ 11 : (PC, SNf)]

4) De la observacion de
la figura. ;Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

A

X 1\ | 2 2 e
9
o
3-10 [ EPI ; (SA)]
4) De la observacion de a "glE
la figura. ¢ Qué parte del 4—ri-l—|—|-|-|—|—|—|—l—l—|—> 73
) P 1 3 B w33 _ :
segmento a es el ) v
e ———————>

segmento b2

3-11 [ EPI . (SN)]
4) De la observacion de a
la figura. ¢ Qué parte del Ch B4 r LT By e i tzn
segmento a es el o SR TR

_ oz ’5«5567—‘2’.‘11"1"?-:‘1
segmento b ? " '

feo
3-12 [ EPI ; (SNT)]
4) De la observacion de W I“' e -~ —)
la figura. ¢Qué parte del
segmento a es el 4—% -I >
. b o

segmento b2

8 B VN cLe_[Q~
{o
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3-13

; (SN)]

4) De la observacion de
la figura. ;Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

[ EPC
[+]
a

o‘-;gqf‘ia'l‘?

4—%'*'
: —t1

AR I AR
$7 Are

¥

3-14 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de a
la figura. ¢Qué parte del
segmento a es el L1 1 .
4—% >

segmento b2 &

6.

7
3-15 [ EPC ; (SA)]
44) De la observacion de 4

la figura. ¢ Qué parte del
segmento a es el

segmento b2

b
b 28

3-16 [ IE ; (SNf, SA)]

4) De la observacion de d, < -2
la figura. ¢Qué parte del ‘_‘-H-_H-h_H_I_H_' - 5: }J, o
segmento a es el

segmento b2

L e [N [ I N N
‘#J'Illll||llilr

b
d:% é:"_%

3-17 [ EPC ; (SNf, SA)]
4) De la observacion de a,. ., - '
la figura. ¢ Qué parte del S %oy F G ey
segmento a es el bk bttt
o e L L
segmento b ? B R
by~ -?av'f(
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3-18 [ EPI ; (SNf, SA)]

4) De la observacion de a : :

la figura. ;Qué parte del i1 Y & 2 & saee

segmento a es el l.l. .l ; 'II jma ll T

segmento b ? + b b 2w E fe & = b= 0Fa

/0

3-19 [ EPC - (V, SNf)]

4) De la observacion de ' : :

la figura. ;Qué parte del -%—: ._3.

segmento a es el £ 7
= _ L
U 2

segmento b2

3-20

4) De la observacion de
la figura. ¢ Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

b
o= L ¥ Eﬂ-‘L! JAuiG‘-ﬂM#ﬁ“?“T

2 5
b b ook wn susidcaan § frpn -

.&-: '.4£-= 2 e L=a.
el A

=}

3-21 [ 11 ; (SNf, SA)]
4) De la observacion de 4
la figura. ¢ Qué parte del i aa 5_,' ll l.'}
_ [T Log
segmento a es el < mfeeiaaleim—|——————
_ 5 4 } s
segmento b ? e - e
a_ 2z (ﬁjﬂ/ - 3
- . 8 =
b _,7% . @ fé z F‘f"/“
3-22 [ EPC ; (SNf, SA)]
4) De la observacion de ——— Ia| prsimpenfonsi—— ) a- 4
la figura. ¢ Qué parte del -
segmento a es el € ornioehmeimefomciars}———— | ——> b= 6
B

segmento b2
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 4
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE MEDIDA
CUARTO NIVEL

4-1 [ IE ; (SNf)]
4) De la observacion de P ' ;
la figura. ;Qué parte del 4—1-|-|-|-|-'|'-i-|-|-i—|—|—15—* T
segmento a es el L N s
< ———————» 6
segmento b ? o A ® *
‘-q— - -?’. = _G_ o
i2 12 )
4-2 [ EPC ; (SNf)]
4) De la observacion de Ca
la figura. ¢Qué parte del sl anjias————»-
segmento a es el L |
segmento b2 b
K -2 —
A 5/%
4-3 [ EPI ; (SNf, SA)]
4) De la observacion de a . :
la figura. ;QuEé parte del | < eemjemjeersimiemimeiase} ————p-
segmento a es el
N b - -
segmento b ? . o o %%55/6;1
a
4-4 [ 11 ; (SA)]
4) De la observacion de a a9
la figura. ;Qué parte del |- 'im L B T = 3
segmento a es el ettt K G
_ oy b =4
segmento b ? b 6
4-5 [ EPC ; (SNf)]
4) De la observacion de a
la figura. ¢Qué parte del o """"H-H-l—-ﬂ,_ ey —+
~ . q e
segmento & es el < it

segmento b2
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4-6

4) De la observacion de
la figura. ¢Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

4-7

4) De la observacion de
la figura. ¢ Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

4-8

; (PC, SA)]

4) De la observacion de
la figura. ;Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

o dodor 2

r —
/./i//-// —n,-,'ﬁwiapwfﬁour-%&
. E—f . .
249
4-9 [ EPC - (SA)]
4) De la observacion de u
la figura. ¢ Qué parte del ol xl a,l al ql al ! g g 1 =
segmento a es el T SR S

segmento b2

4-10

; (M)]

4) De la observacion de
la figura. ¢Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

- Lapinte & Vo a ol u-hma

fonte oteda
Tecka  Sombready
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4-11 [ EPC ; (SNf, SA)]
4) De la observacién de | . e b
la figura. ¢ Qué parte el | el —— < '};,—
segmento a es el . - _.C
< minjminjpbejeisi——————— > = Yy

segmento b2

b
= 4
@

0\
\aleo

-
—

4-12

4) De la observacion de
la figura. ¢ Qué parte del

segmento a es el

a D e e N I
segmento b ? _ A 72
_:9.:,_..:_’:"_ «E’..::_' :b-“g_ £ 3

=y 2T 3 T e =

3 ¢y @

4-13 [ EPC ; (SNf, SA)]

4) De la observacion de
la figura. ;Qué parte del

segmento a es el

) imprappepim———————>
segmento b ? b
w= bR b L
a 3 3 3
4-14 [ EPC ; (SNf)]
4) De la observacion de a :
la figura. ¢Qué parte del < e jepejnpp—p—,———— >
segmento a es el L . Z
] “"% — 1> —
segmento b ? b 3
4-15 [ EPC ; (SA)]
4) De la observacion de a -
la figura. ;Qué parte del | ~—jemsjummsiumm e —|———- a= .?/JZ'
' Y= 6/i

segmento a es el

segmento b2
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4-16

4) De la observacion de
la figura. ¢Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

[ EPC - (SA)]
- amjamfmnalmft——————— -
b

S a=9 j‘Jﬁ‘deaj . Conclvimen gue b

NY b= 6 undades s /3 de 2
4-17 [ 11 ; (SNP)]
4) De la observacion de d
la figura. ¢ Qué parte del .l g - la * l; i
segmento a es el o jjreienlevira————————
_ o i
segmento b ? .
‘q'
4-18 [ IE ; (SNT)]
44) De la observacion de : a . ' ' q .
la figura. ;Qué parte del | “t-lemsjmmjeemee——t——) -}~ —{— = T

segmento a es el

segmento b2

4-19

4) De la observacion de
la figura. ¢ Qué parte del

segmento a es el

segmento b2

4-20

4) De la observacion de
la figura. ;Qué parte del

segmento a es el

segmento b2
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 4

COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE MEDIDA
QUINTO NIVEL

5-1 [ EPI ; (SNf, SA)]
4) E_)e Iaobseryacmn de 4__.__._“: s} —f— |~
la figura. ¢Qué parte del N
segmento a es el e ————— >
B
segmento b ? b beale s },,A,dk la b
. 4
223 4 b=
5-2 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de co g,
la figura. ¢ Qué parte del B a
segmento a es el et~ ———
_ 5
2
segmento b € b% a
9
5-3 [ EPI ; (SA)]
4) De la observacidn de - &t A
la figura. ¢Qué parte del _
segmentoé_lesel + i ————+———>
_ b
segmento b ? o '
o
b= % o oee ' B=f o
(o
5-4 [ 11 ; (SNT)]
4) De la observacion de . an e
la figura. ¢ Qué parte del ——— L %:L

segmento a es el e ———————
J ] 3 z
segmento b ? A
¢ -'[]j'
5-5 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de '| i.l s it |——
la figura. ¢ Qué parte del
segmentoéesel 4ottt ————————
_ b
segmento b ? be o
A
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5-6 [ 11 ; (SNT)]
4) De la observacion de “‘M"‘*"'I-I-H“f‘*l“"l‘“* -0
la figura. ¢Qué parte del L 18
segmento @ es el A ppp——— - = 46—-‘2"
segmento b2 b 6
5-7 [ 11 ; (SNT)]
4) De 12 0DSrVaCion Qe | o e et —+— > y/
la figura. ¢ Qué parte del ) _ e
segmento a es el o it — |~ ———}——— é/ ."/

; - 72 /-
segmento b ?
5-8 [ 11 ; (SNT)]
4) De 12 0bSErVaCion de | o el ———p = 4.2
la figura. ¢ Qué parte del R
segmento a es el < b} L&

_ b : ‘ 6
segmento b ?

._% o la pank b ewa

5-9 [ EPI ; (SNT)]
4) De 12 ObSErVACion e | ¢ jmmjmmejuumtiumalmfst————3»
la figura. ¢Qué parte del '
segmento a es el D o e e o e e

] 5
segmento b ? b2 de a

70 %

5-10 [ EPC ; (SNf, SA)]
4) De la observacion de 4—1—|—I—hil—l-l-l-|-l'—l—l—l—> )
la figura. ;Qué parte del | . -
segmento a es el < i ———————

_ - by - -
segmento b ? b L £ 2 9 bl 2de a

o 7. 3

5-11 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de <—l—l—l—|ih-i—h-l—l—i—*l—+"t">
la figura. ¢Qué parte del '
segmento a es el B o o o e o e e e R

_ b b
segmento b ? & =

T >a
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5-12 | [ EPC : (SNA)]

4) De la observacion de | ¢ } jasmienfonel >
la figura. ;Qué parte del )
segmentoé_les el < ' ;B:' L S
- £
segmento b ? 39
5-13 [ EPI ; (SA)]
4) De 1a 0bSErvacion 0€ | g jumsjmsjeasmmsjmmsjujmmioms— | ~———p-
la figura. ;Qué parte del
segmento a es el ""::::5:.::==iiij>
segmento b ? %_: £
5-14 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de e “I'g'l i
la figura. ;Qué parte del o > G
- ‘--- ‘ - - ?ﬂ
segmento a es el < jptend)
_ b
segmento b ?
?)ea) %ﬁm&
5-15 [ EPC ; (SA)]
4) De |2 0DSErVaCioN 08 | g jmusjemnfemnpisnfmsfomniiefemsimt |+
la figura. ¢ Qué parte del I
segmento a es el 4:_:':5:"*H”'>
segmento b ? 2 "9 =
5-16 [D (=]
4) De la observacion de a :
la figura. ¢ Qué parte del ’
- s
segmento a es el o |-} ———-
_ b
segmento b ?

5-17 | [ EPC : (SNf)]

4) De la observacion de ‘I — al i l
la figura. ;Qué parte del . . ' -

segmento a es el i 2'_.: p—)———————>
S S
n - 9 — |
segmento b ? . %’:_ 2: s 6 —x .
- = 7 2 de as
Z. de o an b o 8
5-18 [ EPC ; (SNT)]
4) De la observacion de oot .

la figura. ¢Qué parte del

segmento a es el e ———————>

segmento b2 5
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A.3.5 Protocolos de Solucion a la Situacion Problema con Significado de Razon

RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N°5
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE RAZON

3-1

TERCER NIVEL

[ ; (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Lo Couticte &t ko c ] sy £

guus g s o wh

ot Mt rpreco

3-2

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

[ ; (SNf)]
N - ? i )( = 5 = Maffmﬂ.flf‘,cf_j _5
¥y = = ,Imvwi‘.-}o.ceani
9

HO\:/ menas  Libros

de 1n\fe_5‘f180.cfa:n gt Je
Nﬂffmd?‘r Lo

3-3

[l ; (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al

yA

ye et s

En pracerr.
q

Tl

<

CE} - 20 p T

!
ndmero de libros de 5 i g o
matematica?
3-4 [11 ; (V, SNT)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

-:-‘- Ty wtﬁraw‘ e Fodad alx e Loyt fﬁ(f:ﬁmm
‘{-A- Q.LAQ\‘EA.NA\ TS d?r&**l:‘ o s
.‘:..;CI..':O&E m&.r‘rlgﬂun % e vm 'ﬁm

3-5 [ EPC ; (SNf)]

el oo e o | # 4 e ST =

y 4 de investigacion: (Qué se | # o libaes b Lo goctin, = "i‘

puede decir del nimero de libros P

de investigacion respecto al # 7 o-dliaelarn+ Tonreodigpesonm = 7 = ,‘LEZ::/L

ntmero de libros de & Lidonos & WSl % e s [ K

matematica?

3-6 L ; (V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de | o f“""‘L b bo 538.;..&, cnidhs Mores son de

los cuales 5 son de matematicas | . L ‘4 d _L’H A
ayas ATV CRLA

y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Lo ommeve Lhass = A
9

[+ l.'l.Ll\ﬂ1
B H—?—m
A_Imu-: v e
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3-7

[ : (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

o thay 97y 4 faroh de B> 00 At smaobogpits

3-8 [ : (V, SN

5) En una mesa hay 9 libros de

los cuales 5 son de matematicas = 9 _ .

y 4 de investigacion; ¢Qué se p /;’:l > /ﬂ /60 eleun ﬁ“‘“ g;ag s fedo oo
puede decir del nimero de libros ’

de investigacion respecto al - al dy

namero de libros de reibesicd frua M MM

matematica?

3-9 [11 ; (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de | 5 am-adesus Hen H\-‘q 9

los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

H mutﬂam
de lae librs> e i;wuhau.u‘q;n S’.‘p.rmd«n- ehcir
Hw".MH Lo, LI Y 1L

i [ ‘

o e

3-10

[ EPI ; (PD, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

%Pgmm da i ﬂt‘l’-,ﬁﬂ" | flren obe
fnm%m'\ rerpecio al rumess

de (Brren de Jtatewiadfoq

:_L Yore d2 gw#?acfm 21 o § oe 15

Yt e, = 5 UbrndeHaktue.

de: Matevindfen, 4 Ubres dt $ovend, = 55 [Sbyon e ™
Y
511 [l : (V, SN

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

dz,:isow.oﬂﬂo o a.&nd-ﬂﬂv—zﬂ'v-«i-_z,a—;,

¥
Mww%
as

3-12

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Lot cotnd rctact
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3-13 [ EPC . (PC, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de T -

los cuales 5 son de matematicas W///{ %}//ﬁ 2 / ; :{’
y 4 de investigacion; ;Qué se

puede decir del namero de libros . A 1

de investigacion respecto al

fa Canbdad? ole zérvf

nmero de libros de = le -invertbigacion € (

matematica? Pt e 5 fibros Ae Md&m«k“ , T pue wea
ser %

314 [ £ (V, SNf)]

oscuts 5o g | 9% 1,9 7on o Mbbmdlco =, 2 de 9

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

e T,

4 nem de jﬂm,-ea',ﬂiﬂm_{nﬁ = %-CTE?

3-15

[ EPI ; (PC, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

P ) B = 9

Jibats cb hbeguoleca= &

Aoy Ot Dot =4

Se puadd
Poatiey dt Mo paatay gus

dagor e U0 Nilotoy s inaerkigedci m o cualng
e Lham o gatemd i,

3-16

[|| ; (v SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

j S ﬁ/ag{ /é’@ fﬂ&ﬁ/ymf&w

3-17 [11 ; (PC, V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de G Lbrow dotr -
los cuales 5 son de matematicas S Som ﬂma/é’""‘f’ o

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

& de smuts g
- EN g ene? fﬁﬂ/ 0@4##,&579%#“/99«5/

6{\' /?Waférﬂmﬁ et

(e e = o .
M;._g . I»m‘ﬁ‘?& T 79 2 ‘G‘rﬂ'@“‘h
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3-18 [l ; (V, SNT)]

5) En una mesa hay 9 libros de ot W potad. i
los cuales 5 son de matematicas j ’

y 4 de investigacion; ;Qué se M %égﬁ

puede decir del namero de libros

de investigacion respecto al o r“’ j

ndmero de libros de
matematica?

3-19 [11 (V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de 17 Lbves
los cuales 5 son de matematicas for
y 4 de investigacion; ;Qué se 5 e ma J: H e
puede decir del nimero de libros i obte cndn g,uﬂ",..
de investigacion respecto al
namero de libros de )
matematica? P tes @- - rdo
T Y gl et dllbve de mdenddden s ireger

ﬁﬁ&rwuLLmshrwigﬁﬁw

3-20

; (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

it

witimalicn

r ﬂub,.f..,aab;"“‘

I}

3-21 [ . (PC, V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de ,_}
los cuales 5 son de matematicas !L‘[ Q 4‘__-__/ "—/ D D —_ J -_-:"

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de

I‘Ca:ﬂmﬂ _li::u;{_p ariiss .

goa. A ol yosol cte hobhaos omerfihegh - @ cnprsin

matematica? - g . 5
civir s o ot Hotuws iz pos 22 B
Id ¢ £ ‘)‘

3-22

[ ; (V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

lon Wotos & waveyMgoowh  son €A menoy aRUSed

U comparamdn do loes  Worws g mimaliw
-
n 1
1_ = _Lf_
q
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N°5
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE RAZON

CuARTO NIVEL

4-1 [11 ; (SN)]
5) En una mesa hay 9 libros de TR o= 9 -
los cuales 5 son de matematicas H

lmnm =

y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de

matematica? — HBRES o THuetiganad e B
9 g
4-2 [11 ; (SN)]
5) Enuna mesa hay 9 librosde | 9 Wybros =
los cuales 5 son de matematicas | § ~malaym.
y 4 de investigacion; ¢ Qué se Yy mueahgau
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al nLT= H_
namero de libros de 9.
matematica? Wi S
9
4-3 [l . (SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

fere gupwmﬁ’mvﬁm pioes L4
B it el ¥ g e uvnlyaiess

,p‘s;il-mdlgfbﬁﬂd'“ plerd M@aﬂn ﬂ;mamw Peen Ao F [

Deca bo

4-4 [D ; (PC, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de - o '

los cuales 5 son de matematicas ég wizye e M Ao i
y 4 de investigacion; ;Qué se L :

puede decir del nimero de libros “:3' W )JUUh

de investigacion respecto al
nimero de libros de
matematica?

&ngl\fcl\ff) Wb ol
SM'md:Z‘if_ |

4-5

; (V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

3 -
#Wﬂﬂ-

~ Wwwmmw
B 5 lhin s lratica
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4-6

; (SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

o Q?LM = Lhaa

4-7 : (PC, V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de Y . : . .
los cuales 5 son de matematicas un § Woses one js— es da mahkema.i.\ca

y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al

% e\ cesto @5 de tmm\tgn‘*cén

nGimero de libros de A wmademednea,
matemética? L
l L -~
A 'E“\.a,o_-s,k%cnuﬂ
4-8 [l ; (PD, SN)]
5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas ; é ﬂ;ﬁﬂ :‘ﬂ ; i_irg ;’If g‘g
y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al I =g
namero de libros de T
" =
matematica? =
4-9 [11 ; (PD, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

AR HEEHOT ﬂmﬂ
o >
6 otad do hibvor mone la cnbided do Libeo do wiluelie

L C\u& Y, AN 1-‘
& o 'ﬁ;& l‘?:-o?: fmxmg’t-tpi.:n m\ﬁﬁ‘\u‘ ét‘hbsos
K g

R
T

o 1|';“ ¢ 11_"31 ‘L r_\!ﬂ.
__nb'ﬂ—‘j&k.i’hd: R P N
Libres

4-10 [EPI ; (SNf, SA, DV)]
5) Enunamesahay 9 librosde |j=¢ m™m=5 Z = 9 1T
los cuales 5 son de matematicas =9 ',;,‘ =

y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

=z

(M) (1) = (g){4) =20
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4-11

[ , (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

£
’

e

ﬁm- dom ,élmokwféq /?uub-t'

S /Zé/r& 4 W“JW”’T/;C%'

4-12

[ EPC

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

; (PC, SNf)]

beoa =q 5 Wawe 36 .ﬁﬂ.’k'QM‘&\tq

2 olonalic

Y libtr 9€ Insestpeocies

4 Yhees
C:

ol mnim]nfn]z]z]1=]7]
4-13 [ EPC . (SA)]
5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas ‘I\ l\(
y 4 de investigacion; ;Qué se P = -
puede decir del nimero de libros 5
de investigacion respecto al H
ntmero de libros de
matematica?
4-14 [n ; (V, SNT)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

5 g lLibkwg OR Mn:l:emd'lu_ oA
j /
\cipec’ro,&f_ g \oh \1[6\‘(}1 o'e ‘lMUL\l’lﬁﬂ-““"
9

4-15

; (V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

- M TrearDY Ll-b.ﬂ-ﬂ;?l Cha WWL&
. 1&
que B wmclond e ca @.)

A 5
qJ.__._.

poe (%

7
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16

[11 . (PD, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Constderando Siempie . en Do ol deted de
q \iwwes die \es gqe Y Son de wnwshgacen
diemos  Jue estes son Y /q dol fete

AR
= [EE

4-17 [11 ; (V, SNT)]

5) En una mesa hay 9 libros de ? 1 bres .

los cuales 5 son de matematicas m&:‘f%

y 4 de investigacion; ;Qué se 3 muﬁs“lﬁaa.r- o/t

puede decir del namero de libros

de investigacion respecto al ?uf S ﬂd gde cﬂeqr -

namero de libros de

matematica? oA - __9,.. : &aﬂ Aﬂé{ d‘&? S sove
b

Mofema Heas, .

4-18

L  (SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

5 Matemalica
T 1uw.n’ﬁgam§!

totad 4o Wores = 9

4-19

; (PD, V, SNf, SNp)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Totalaa Wt

Ll hbros dr WUQ"‘-‘LM
q —_— To Lok b b rros
ng %[w.usll d.umqm quof es lthvo dn

Anvesh go-cuen (Varcsbhe digcrele)

03p EAMTEROS

4-20

. (V, SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

L
Se frudt dic gy /9;; _Q_g&/ Fald el

de iameSa Aen dy .. WW& {2 Yes7antG
_L%‘n de ﬁa‘ alCa o medo gew s,

Y lheot e Towh  sung oy
Como \resuﬂ‘" o5 g Lbrop okl mresy,
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N°5
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE RAZON

QUINTO NIVEL

5-1 [D , (V)]
5) En una mesa hay 9 libros de q Viko
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros W g
de investigacion respecto al 5 Smdd anhanh:*
nGmero de libros de Makmahes A bolah aa 9
matematica? Endmer gedsono duir gt a4 1S e
Laorn | 567 varahgadion
5-2 [11 ; (PD, V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de o 2 2 2 0 L3 06 & T hbioy wll,,
los cuales 5 son de matematicas nel BUK =6 lbros  da it
y 4 de investigacion; ;Qué se ga g P z d g, ",

puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Se (el J‘vf-""‘y-’f. _LL b‘LLDSLLMS son W i,
y %u[as'iu'b.»;@jhw@

Bs Ubros
iwe.sﬁ}w".r-

-:wee.*u‘,g-nuo% S ﬁas foos puc tns. LLN:J{

5-3

L ; (V, SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

Tol =9 Llrer  pro e S—QW'
q—wwm‘...
XL ' - o TG
Wibkers Loy Sabety oo waliandlios gow U Corplinsnt

dt 4 ope S
4 q -
5-4 [II ; (SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de - 5— .
los cuales 5 son de matematicas i .y

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?
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5-5

[II ; (V, SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se

: T, LT
Jr“ jm:kemmkmu

puede decir del namero de libros — mw-\-\ u.M
de investigacion respecto al 'f'{ * hoduon @ -\-o W
ntmero de libros de Lu5 obJ "B'Ltl'} Mk 'ﬂl
matematica? T ¢ M §ema e
- A bhkae

T
5-6 [ EPC ; (V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de ‘_ . - 5. -
los cuales 5 son de matematicas é} & 7 Sm-~y dmv M & k; T '5‘

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
ntmero de libros de
matematica?

= ,;'LL’L"&/

5-7 [ EPC : (SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de .
los cuales 5 son de matematicas Wﬂ ﬁw
y 4 de investigacion; ¢ Qué se ' .
puede decir del nimero de libros W@d =
de investigacion respecto al . . ”
nimero de libros de M’ﬁﬂ =
matematica? IM
F -'L'-I_’I--_ .
M .
o 5
5-8 [D ; (PO)]
5) En una mesa hay 9 libros de : | -
los cuales 5 son de matematicas (__E.,-l H Fﬁpﬁ"; 9 ;d’m
y 4 de investigacion; ;Qué se - .
puede decir del nmero de libros " 5= Mmaﬁn
de investigacion respecto al Y Wff?m*ﬂ’
ndmero de libros de 1
matemética? .
¢¥<5
5-9 [11 ; (SNT)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

uhud&lﬂvﬁ@

*d,&%ﬂw\{ih ﬁﬁ&ng-c--f'm%
5
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5-10

[l ; (V, SN)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

;’Tn A Pro parceon cle Ly Lbest ol trrs -~
!?aam

5 s ﬁé.fmwpacum

J ﬁWd’LEb

e Aﬁ’%d@ Mate

5-11

[11

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del niamero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

5-12 [11 ; (V, SNf)]
5) En una mesa hay 9 libros de M _,j I . i
los cuales 5 son de matematicas ) - 8 -

y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

for ltbrer e 2 forii Va1 0 for LB
Vﬂ/y&#!ah Cormer 5 o a Y

f‘w

5-13 [ : (SNF)]

5) En una mesa hay 9 libros de t#,l.g 5 ant Y Y
los cuales 5 son de matematicas v .
y 4 de investigacion; ¢ Qué se &
puede decir del nimero de libros

de investigacion respecto al

namero de libros de

matematica?

5-14 [D ; (V)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Fet o 7o ;&ém#ov‘fmvedfmmm./
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5-15

[EPC :

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del namero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

L Mithuio 0 rlionnaBss rmesliye.

5-16

; (SA, DV)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del niamero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

Y o a6’
% .qtﬁ“q{zm

49z X & Hdpx - X

@ - X 4 q —X
~ gl

a =X
5-17 [11 ; (SNf, SNp)]
5) En una mesa hay 9 libros de A Acdorves '

los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ;Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

& Mg;@f%a.um-.

Giuue -91 & 0V He lbww 3 de Me“{“a‘m‘;&

5-18

I - (PC, V, SNf)]

5) En una mesa hay 9 libros de
los cuales 5 son de matematicas
y 4 de investigacion; ¢ Qué se
puede decir del nimero de libros
de investigacion respecto al
namero de libros de
matematica?

[
Mﬁ' =9
RMJ;::M = 5

.,._ e = 4

SR

S—
“@we e nimero de bhores ofe emves #. _.u}..‘; ;EFT;;,mM
N4 | ¥ €3 mower gunh-do.d_. gt el de o fond Fecos que
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A.3.6 Protocolos de Solucion a la Situacion Problema con Significado de Operador

RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 6
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE OPERADOR

TERCER NIVEL

3-1 [ EPC ; (SA)]
6) En un salon de los 35 alumnos e kK o 28 % S
aprueban matemética los 4/5 % ’ .
¢ Cuéntos aprueban matematica? , _tx =13 5=t
¢ Qué significado matematico tiene o »—,_(.:ﬂ
aqui la fraccion 4/5? X4+4H 4 =5 {
£ 5 v v ! e L’%K) =X
.-—-_-—-— 5 . DR g s OV S«
(A= % 267 %y mm-nabf
3-2 [ EPC ; (SNT)]
6) En un salon de los 35 alumnos N = 35

aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?
¢ Qué significado matematico tiene

/1 Pm.%qn Modematico.. H.

aqui la fraccion 4/5? : _ 5
? LOS M ¢ dol ToTAL |
Zw-'\i-‘

3-3 [ EPC ; (SNT)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos

aprueban matematica los 4/5

¢ Cuéntos aprueban matematica? 35 TR ”“‘ %‘

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

} -
ek 2tealonncs
3-4 [ EPC ; (SNT)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matemaética los 4/5 23'-'5—’2:"—4‘
¢Cuantos aprueban matematica? y
¢ Qué significado matematico tiene i de 3o A e e
aqui la fraccion 4/5? 5 alus F e f
[ —

— \ﬂ&kﬂ@bm 2% :‘&LW“DJE

3-5

[ EPC . (SNF, SNd, SNp)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

}3—:: _‘J’_—— 2 8 abrarr -

iy

”Jf's;ﬁ%"

§ A alimnasy Jarbiin =«

J.&w 0:? -
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3-6

[ EPC . (SNA)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene

aqui la fraccidn 4/5? £

3-7 [ EPC ; (SNT)]

6) En un salon de los 35.alumnos | ———, , N e Lo s pdencte s
aprueban matematica los 4/5 3=y G) =Xy xzes
¢ Cuantos aprueban matematica? £ T s

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

S 2b abuins ot Wnodienaffets

3-8 [ EPC ; (V, SNT)]
6) En un salon de los 35 alumnos 35« ~
aprueban matematica los 4/5 5 = £ g

¢ Cuéntos aprueban matematica?
¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

L T
-D: ‘fi;rﬂﬁn.fﬂ&u!.

3-9 [ EPC ; (V)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos .
aprueban matematica los 4/5 2 Q rw eloaun aanad b "" Co
¢Cuantos aprueban matematica? .
¢Qué significado matemético tiene | & &
aqui la fraccion 4/5? & -‘*# it
ﬁéﬁ
3-10 [ EPI ; (SNf, SNd)]
6) En un salén de los 35 alumnos 35 oluues

aprueban matematica los 4/5

¢ Cuéntos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

s aproeban Sateakic:

- BSaMmmnS:LQWMMJMwa‘

%MJ’?»”MM e &2
Y 3R W‘Mﬂ

= Y94

FRET J?f&
' ys P

3-11

. (SNF, SNd)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5

¢ Cuéntos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

[ IE
3

z
=+

Mols Fou

4 8 33 W3
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3-12

[D  (V, SNP)]

6) En un salon de los 35 alumnos ne _

aprueban matematica los 4/5 f»u rer M&E" de 32 ne
¢Cuantos aprueban matematica? 4 (‘5 eo 21 MCM @ g .fe_ﬂ "ro (u.! C{LCM 2
¢ Qué significado matematico tiene 1 v cedo

aqui la fraccion 4/5? e Tiamen el anso o

3-13 [ 11 ; (PC, V, SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos ; -

aprueban matematica los 4/5

¢Cuantos aprueban matematica? i\ =

¢ Qué significado matematico tiene 'S F4 z £ 7 = 5

aqui la fraccion 4/5?

""-=-‘:='/_ Z 5 &fumnw

ea ﬂ’df-m«fzca qﬁffﬁéﬁq 'i(aﬁ.aa-mm

©rec /

3-14

[ EPC . (SNF)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5

¢ Cuéntos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

Ay 4o

Myapo A2 35 44 5

3-15

[ EPC ; (V, SNf)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cudntos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

J;@lﬁ/' a,lurmmm: L3
A paheor an M :%
« Apunhm 28 oumend) o ewwo dy makerebice.

g o slunnd apusbom raeriatia

e e Ao g

di catln  eimep ahmast.
3-16 [ IE ; (SNT)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos -
aprueban matematica los 4/5 - T ":L
¢Cuantos aprueban matematica? ! 5
¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?
3-17 [ 11 ; (PC, V, SNf)]
6) En un salon de los 35 alumnos 35 = ol pos ~Folal
aprueban matematica los 4/5 ;
¢Cuéntos aprueban matematica? J-i o Of. ek fuc

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

EFEET = ab pracere e guute €acke
5 e aprucha "
-3 ..-?Z. qﬂrﬁ'gmn
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3-18

[N ; (V, SN)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

Al 35 ldmIne? o7 28 gy choarr

FsT 35
= paliia L8 fue g g e ot ot
ol 5 P
2 g e codn & allmre? Y AT MINET of 2 ok cor?
priele mts T en

3-19 [ EPC ; (SNT)]
6) En un salon de: I_os 35 alumnos 35 alum no . . 28 Ao o fan I enn
aprueban matematica los 4/5 I .L . .
¢ Cuéntos aprueban matematica? A onadonddice . . g
¢Qué significado matematico tiene | 5 & & e b - 35".-—}' = ; m
aqui la fraccién 4/5? as 7 49"
5 (34
:? de F — ¢ FXH =
- . l"f ,
3 =
F W
3 v
at
3-20 [ EPC ; (SNT)]
6) En un salon de los 35 alumnos . . oy dodak -
aprueban matematica los 4/5 Gue oo - emun pabns et 35 At selion
¢Cudntos aprueban matematica? H > ma foite Ao
¢ Qué significado matematico tiene g Font a,aw-t"‘-

aqui la fraccion 4/5?

r
= LAY s ag amne gk ol

3-21 [ 11 ; (V, SNf, SA)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos . g
aprueban matematica los 4/5 = . 35 } — X = 85 -4 - 6
¢Cuantos aprueban matematica? FFxF 5
¢ Qué significado matematico tiene g .
aqui la fraccién 4/5? P :;1: ;—-

54’3:-» ta gt -#ma:oﬂ'r fo sted Salow o135 obmunss

L -
Son ton o gl ol ises
g
gﬁ. >33

3-22 [ EPC : (V, SNA)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos +
aprueban matematica los 4/5 >3 4 - 2p = B ohumncy apruesana
¢Cuantos aprueban matematica? ' .4 ' P
¢ Qué significado matematico tiene ™ (Mo meli
aqui la fraccién 4/5? - C

'L{ AW TR LR - Yok s a3 :,Jnumnu"_. =t

5 albY 4

Qﬂtuﬂbr{ﬂ (3 4] mm{.{*:i.&

359




RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 6
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE OPERADOR

4-1

CuARTO NIVEL
[ 11 ; (PC, V, SNf)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Queé significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

wral' = 35 ALUMMOY -
. AFEUCHAT = 35 SuiansE -

25

TTATT T

i ] | | .I '
o ghog e ey o
=2 3¢ 34343 = Fxh= 28

DE 35  owmnes APposEAN 28 AWMNOY.
4-2 [ 1 ; (PC, SNf)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos . -
aprueban matematica los 4/5 95 5 _5 TJ_B‘ 5 ‘5\ S-I
¢Cuantos aprueban matematica? ‘."\L . e

¢ Queé significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

915,
lor que aprcban mdemalie sor 20y

4-3 [ IE ; (V, SNf, SA)]

6) En un salén de los 35 alumnos ¥

aprueban matemética los 4/5 90&(:"::0 /6 X235 ;

¢Cuéntos aprueban matematica? | 3% L o Loz alnses

¢ Qué significado matematico tiene 5:‘/ — X Sy A P....LJM %/"“’s

aqui la fraccion 4/5? & P oy’ {6, hsnanens?
X= ég Lot &S o &g

At P
Ttaeis G0 ulecady g opeeigrecsGon
4-4 [ IE ; (SNp)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

13§ oliwwan GTMWM
e ety Gt o.X/ a/wmscieﬁo
3§ alrevertss,

4-5 [ IE ; (SA, SNp)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos AP B o ghlore 2k g,,Eag‘
aprueban matematica los 4/5 35 obuamn - -# i fz W%ﬁ«fn\- ﬁ
¢ Cuéntos aprueban matematica? W S, o 0(1 & -
¢ Qué significado matematico tiene _ e v
aquf la fraccion 4/5? b4fs 7/ 3‘};- ﬁﬁ/
25 —T )
ae e '
Py x:,,j%s), 3 X=224
D) apuetd s 2.2/ oh ownir .
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4-6

[ IE . (SNF, SNd)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

T/ = 28 hpsrm o
"J'/S ,;1a » dubom mplimalics

ﬂ——» :ﬁg }'J,ﬁd‘i“ﬂ{f’r'nﬁf? fﬁnw,u' A
= |

o q - ii’-:"\

Y ——rec _(i .z )-’)

£ . e 1) -
4-7 [ EPC ; (SNT)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos ~
aprueban matemética los 4/5 S o
¢Cuantos aprueban matematica? : :
¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

35 X K =2 _.--—IW = 2‘[\(3
g L5 RPN 4

4-8 [ EPC : (V, SNf)]
6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5 w3l X 85 — ";__' - 28

¢ Cuéntos aprueban matematica?
¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

28 alummer apuwsion Malrikor

,.JMGQWJ“&’DE?_;'

3 5 ahoomne™ Y G° o une frnccen

an e éﬂﬂxﬁé’& ko

4-9 [ EPC ; (SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos +otal Q";n olstnngs o o 5 ﬂium“n‘
aprueban matematica los 4/5 o = -
¢Cuéntos aprueban matematica? olarss og. ™ Z {‘_'if’ . {'35)

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

LY TTEUFITN o R f.l% shun ©_J)

_i_L bl cantided J3aY S0 ducwnes

4-10 [ IE : (SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos | A = 25 = p-—m-:.'“sg__ +f £ES5 -9 _ [f74
aprueban matematica los 4/5 = Us - ‘—5" = : ~ —
¢ Cuéntos aprueban matematica? m= s 1 5 =

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

p—
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4-11

[ EPC ; (SN)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

P

22 alun? f&tﬂaﬂwﬂqq

fm /Wa ; ,_._)l
di /e f’w’ L8 alumner Jq/mm
&l ctdo &\‘f(.-/dﬂapfé“‘la Z'ca

4-12 [ 11 ; (PC, SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos -@_@)_@_@ —as Alew
aprueban matematica los 4/5 @_ M )
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene Aomzwas

aqui la fraccion 4/5?

7 = 4

%- sesana, @ et el aumecp de alummd o magdas
20 v ymedey S
4-13 [ 11 ; (PC, SNf)]
6) En un salén de los 35 alumnos b/ ki Yy PPoQsTIIEEG,
aprueban matematica los 4/5 N .
¢Cuantos aprueban matematica? "?r\% K:?“‘”l?_\ ?'_"
¢Qué significado matematico tiene | * ——
aqui la fraccion 4/5? a5 altwene
Abroebm = & 4+ 3 43 =29 Mﬂ‘;
4-14 [ EPC . (V. SN)]
6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5 28 Ql urt G5 qrn ﬁeh M“l
¢ Cuantos aprueban matematica? 'Wll
¢ Qué significado matematico tiene e

aqui la fraccién 4/5?

H— 315!\]9\(_3_ d( 2] alummnes 4 O.PTUEhDA

4-15

[ EPC (V)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

-+ q‘mguma EJ..- clasr 2% cu.mmneg,‘

- mes  quign du:& gee Wy f gupas
de 5 ammes

S code S dlum naS
wreckenath oy

N aervesoas
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4-16

[ EPC ; (V, SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

St &k Acded e 35 alvemney  diwidiue
25 entre 5 pm’-\-es Leaua.!eb que es ‘yweld a J
de los cuedes domamas Y qwes de 3 ¥
Son 2%

35_ 93 > IxM =28

4-17 [ EPC ; (SNT)]

6) En un salon de los 35 alumnos 35,;4!:

aprueban matematica los 4/5 4 - /jé(%)}_, o (“qJ - 28 ﬂpmcf?cm
¢Cuantos aprueban matematica? = -

¢Que significado matematico tiene | o Lo hea ? . .

aqui la fraccién 4/5?

=5 vha /'Za,ﬁraﬂh a‘m-uumﬁ.

4-18 [ EPC ; (V, SNP)]

6) En un salon de los 35 alumnos 1-! - Ll 1

aprueban matematica los 4/5 — = A 35
¢Cuéntos aprueban matematica? » —"5"'" de 3 5 =2 ,5/ * = < 8

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

Ep‘\a: 28 alumnos aprd@bin matemd iz,
L

0 -

ieplmnfa 0 sign?fica yna pm’fe

4-19

[ EPC . (SNA)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

Sabvmos Gous ey 35 4 ovut loaun Ml decs

4 = /Bs/g_})g_ 1.4 = 28
e O-fvw.LL)aM e aluwnos

—
i

4-20 [ EPC ; (V, SN)]

6) En un salon de los 35 alumnos ey

aprueban matematica los 4/5 5 (a:fg — —- =9 ~— e
¢Cuantos aprueban matematica? = : "‘é o E =2 _.éfi 25

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

A

shinn A1 9 3 alumen gua dprobasn /i,
toleonalicomments 4/o ﬁ’v'?go?{fd’ur‘frrmfi e (uedt decyy
gt A ads 5 glumne Y appwebar el
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RESPUESTAS ORIGINALES A LA PREGUNTA N° 6
COMPRENSION DEL SIGNIFICADO DE OPERADOR

5-1

QUINTO NIVEL

[ EPC . (SNf)]

6) En un salon de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

S luomams
% 3% (55) = 24

;‘ 23 alumnn oy ?Me‘aﬁn . I'l\nlim: he.

5-2

[ EPC ; (SNf, SNp)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

fug,lf- 36 alemnos |
4l =2§% omnas arwal.:qn N*m-qﬂrms
) x
Sighefica pue Ls ,55: & todos Lot oli 0TS fom

5-3

[ EPC . (SNF)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5

¢ Cuéntos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccién 4/5?

= fan b podowt AE odassco Y
= 35.% = F-9 = 28 ol qfruﬂmmdm't}

-s&wToW&assmuafh%,

5-4

[ EPC ; (SN)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Queé significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

5-5

6) En un sal6n de los 35 alumnos
aprueban matematica los 4/5
¢Cuantos aprueban matematica?

¢ Qué significado matematico tiene
aqui la fraccion 4/5?

2549 |~ 8
e s |
[D |

; (V)]
YL =25 .
W‘lﬂa’ﬂ :Me’/muf l—t[d.- '
) 1{ -Mﬂm r

2
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5-6

[D , (V)]

6) En un sal6n de los 35 alumnos
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A 1V. Interpretacion de Resultados

A.4.1 Muestras de Desempefio Interpretativo de los Significados del Nimero Racional
Estudiantes del tercer nivel

Parte todo . .

o . - Cociente | Medida | Razon | Operador NGmero de
Codlg_o de | Continuo | Discreto ) Interpretaciones
Estud|ante Interpreta el Interpreta el Interpreta el Interpreta el Interpreta el Identifica la

i | e | comocadume | emes oo | nme e | e | COTTECTAS
Pimetofaional. | nimeroaciona. | racionel- | ‘mecicat | ‘resom | o

3-1 EPC EPC I EPC I EPC 4
3-2 IE EPC EPC EPC I EPC 4
3-3 EPC 1 EPC D I EPC 3
3-4 EPI EPI EPC I I EPC 2
3-5 EPC EPC IE EPC EPC EPC 5
3-6 EPC EPI I EPC I EPC 3
3-7 EPC D I EPI I EPC 2
3-8 EPC EPC EPC EPC Il EPC 5
3-9 EPC EPC EPI I I EPC 3
3-10 EPC I EPC EPI EPI EPI 2
3-11 EPC EPC I EPI I IE 2
3-12 EPC EPC EPI EPI Il D 2
3-13 EPC 1 EPC EPC EPC Il 4
3-14 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
3-15 EPC EPC EPC EPC EPI EPC 5
3-16 EPC EPI EPC IE I IE 2
3-17 EPC EPC IE EPC Il Il 3
3-18 EPC EPC EPI EPI 1 1 2
3-19 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
3-20 IE EPI EPC EPC I EPC 3
3-21 EPC EPC EPC I I IE 3
3-22 EPC EPC EPC EPC Il EPC 5
Ndmero de

Interpretaciones 19 14 13 12 2 14 74
correctas

Porcentaje 86 64 59 55 9 64 56
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Muestra de desempefio interpretativo de los significados de nimero racional
Estudiantes del cuarto nivel

Parte todo . .
Cociente | Medida | Razén | Operador NG d
Cédigo de | Continuo | Discreto umero de

Estudiante Interpreta el Interpreta el Interpreta el Interpreta el Interpreta el Identifica la I nterp retaciones

significado significado ‘parte | significado nimero nimero fraccion en su Correctas

‘parte todo todo discreto’ del | como cociente racional en cu racional en su significado como

Rimero raonal, | | vcional | medigr | g |
4-1 EPC EPC EPC IE 1 1 3
4-2 EPC EPC EPC EPC 1 1 4
4-3 EPC EPC EPC EPI ] IE 3
4-4 1 EPC EPI 1 D IE 1
4-5 EPC EPCEPC | EPI EPC ] IE 3
4-6 EPC EPC EPI 1 EPC IE 3
4-7 EPI EPI EPI 1 ] EPC 1
4-8 EPC EPC EPC EPC ] EPC 5
4-9 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
4-10 EPC 1 D Il EPI IE 1
4-11 EPI EPC EPC EPC 1 EPC 4
4-12 EPC EPC EPI 1 EPC I 3
4-13 EPC EPC EPC EPC EPC 1 5
4-14 EPC D EPC EPC ] EPC 4
4-15 EPC EPC EPC EPC Il EPC 5
4-16 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
4-17 EPC EPC EPC 1 1 EPC 4
4-18 EPC EPC EPC IE 1 EPC 4
4-19 EPC EPC EPC 1 1 EPC 4
4-20 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
Ndmero de
Interpretaciones 17 17 14 10 3 11 72
correctas

Porcentaje 85 85 70 50 15 55 60
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Muestra de desempefio interpretativo de los significados de nimero racional
Estudiantes del quinto nivel

Parte todo ] .
Cociente | Medida | Razén | Operador i
Cédigo de Continuo | Discreto ) Namero de

Estudiante |fcis | oo | | mnge | Mo |t | e

‘parte todo ‘parte todo como cociente racional en cu racional en su significado como correctas

continuo’ del discreto” del del nimero significado de | significado de | ‘operador’.

namero racional. P:cToer:z(i)l. racional. ‘medida’. ‘razon’.
o-1 EPC EPI EPC EPI D EPC 3
5-2 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
5-3 EPC EPC EPC EPI Il EPC 4
5-4 EPC EPC EPI 1 I EPC 3
5-5 EPC EPI EPC EPC I D 3
5-6 EPC EPC IE I EPC D 3
S5-7 EPC EPC EPI I EPC EPC 4
5-8 EPC EPC EPI Il D EPI 2
5-9 EPC EPC D EPI I EPC 3
5-10 EPC EPC EPC EPC Il EPC 5
5-11 EPC EPC EPC EPC I EPC o)
5-12 EPC EPC EPI EPC I I 3
5-13 EPC EPC IE EPI I EPC 3
5-14 EPC EPC IE EPC D EPC 4
5-15 EPC EPC EPC EPC EPC EPC 6
5-16 EPI EPC IE D IE D 1
5-17 EPC EPC EPC EPC Il EPC 5
5-18 EPC EPC EPC EPC I EPC 5
Numero de
Interpretaciones 17 16 9 9 3 13 67
correctas

Porcentaje 94 89 50 50 17 72 62
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A.4.2 Tabulacion de los Tipos de Representaciones en la Resolucion de la Prueba

A.4.2.1 Significado Parte-Todo Continuo y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 1(Tercer Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Continua

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Céd. | Verbal Simbc}lica Simbc}ljca Simbélipa Picthica Pigztérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
3_1 * * *
3_2 * *
3-3 *
3-4 *
3-5 *
3_6 * * *
3_7 * * *
3_8 * *
3_9 * * *
3-10 * *
3-11 * *
3-12 * *
3_13 * * *
3-14 * *
3-15 * *
3_16 * * *
3_17 * * *
3_18 * * * *
3-19 * *
3_20 * * *
3_21 * * *
3_22 * * *
Total 17 20 15 2
% 77 91 68 9
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 1 (Cuarto Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Continua

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Cod. Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictérica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNF SNd SA PC PD p bV

4-1

42 | ~*

44 *
45 *

4-6

47

48

S| k| K| k| K| k| X[ k| *

4-10 *

*

4-11

4-12

4-13

| k| *| *

4-14

4-15

Ok k| *

4-16

4-17

4-18

4-19

| k| ¥| k| ¥

420 | *

B********************

Total | 10

O
o

% 50 100

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 1 (Quinto Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Continua

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simb@l_ica Simb@l_ica Simb(’)li_ca Pict()_rica Piptérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P

5-1 * * *

5_2 * *

5_3 * *

5-4 *

5_5 * *

5_6 * *

5-7 *

5_8 * * *

5_9 * *

5-10 *

5-11 * *

5-12 * *

5-13 *

5-14 * *

5-15 * *

5-16 * *

5-17 * *

5-18 * *

Total 8 18 9

% 44 100 50
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A.4.2.2 Significado Parte-Todo Discreto y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 2 (Tercer Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Discreta

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Céd. Simbdlica | Simbolica | Simbdlica | Pictdrica | Pictdrica Porcentaje Veen

Verbal Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNf SNd SA PC PD P DV

3-2

3-3

3-4 *

3-6 *

3-7

3-9

3-10

3-11

3-12

3-13

| k| K| k| ¥| *

3-14

3-15

3-16

3-17

3-18

3-19 *

3-20

3-21

3-22 *

R3[| | | | | | #| #| *| ®| ®| %[ 5| #| | #| #]| *#| *| *| *| *

Total 10

% 45 100 5 9 5
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 2 (Cuarto Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Discreta

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Cod. Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictérica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNF SNd SA PC PD p bV

4-1

4-2

4-4

| k| ¥| *

4-5

4-6

47

48

4-10

4-11

4-12

S| k| K| k| k| k| K| k| K| k| X[ k| ¥

4-13

4-14

4-15

416 | *

4-17

4-18

4-19

| k| K| k| ¥| *

420 | *

Total 2 7

O
o1l©o

% 30 10 35

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 2 (Quinto Nivel)
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Discreta

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictérica | Pictorica Porcentaje Veen

Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta
SNf SNd SA PC PD P

Cad. | verbal

\% DV

5-1

5-2

5-3

5-4

5-5

5-6

5-7

5-8

5-9

5-10 *

5-11

5-12

5-13

5-14

5-15

5-16

5-17 *

5-18

Bol *| k| k| k[ | F| k| k[ | R k| k[ k| | #| ¥| *| *

Total 2

-
w

% 11 100 6 17
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A.4.2.3 Significado Cociente y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 3 (Tercer Nivel)
Significado Cociente

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Céd. Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictorica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNf SNd SA PC PD P DV

*

3-2

3-3

X[ k| ¥ *

3-5

3-6

3-8

3-9

3-10

3-11

3-12 *
*

3-13

3-14

3-15

S| k| K| k| F| k| K| k| ¥| k| *

3-16

3-17 *

X k[ *| *

3-18

3-19 *

3-20 *

3-21

$[ k[ k[ ¥ *
*

3-22

Total 6 13 9 4

O©IN
[l k=]

% 27 59 41 18
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 3 (Cuarto Nivel)
Significado Cociente

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbc}l_ica Simbc}l_ica Simbéli_ca Picté_rica Pi_ctérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
4-1 * *
4-2 * * *
4-3 * *
4-4 * * * *
4-5 * * *
4-6 * * * *
4-7 * * *
4_8 * * *
4_9 * * * *
4-10 * *
4-11 *
4_12 * * *
4-13 * *
4-14 *
4-15 * *
4-16 | * *
417 |+ * *
4-18 | * * *
4_19 * * * *
420 * *
Total 7 20 7 1 11 7
% 35 100 35 5 55 35

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 3 Quinto Nivel
Significado Cociente

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Céd. Simbdlica | Simbolica | Simbdlica | Pictdrica | Pictdrica Porcentaje Veen

Verbal Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNF SNd SA PC PD p DV

*

5-1

5-2

5-3 *

5-5

5-6 *

5-8

5-9

5-10 *

5-11

S ook| k| b b F| K| X X| X[ X[ *
*

5-12 *

5-13 *
5-14 * *

5-15 * *

5-16 * *
5-17 * *

5-18 * *

Total 5 15 6 2 3

% 28 83 33 11 17
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A.4.2.4 Significado de Medida y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 4 Tercer Nivel
Significado de Medida

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Céd. Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictorica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNf SNd SA PC PD P DV

3-2 *

3-3

3-5

3-6 *

*
3_8 * *

39 * *

3-10 *

3-11

3-12

3-13

| k| *| *

3-14

3-15

3-16

3-17

X k[ ¥| *

3-18

3-19 *

3-20 *

3-21

¥| ook K| k[ ¥| k[ ¥

3-22

Total 2 10 1

(=
N

% 9 45 5
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 4 Cuarto Nivel
Significado de Medida

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbc}l_ica Simbc}l_ica Simbéli_ca Picté_rica Pi_ctérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
4-1 *
4-2
4-3 * *
4-4 *
4-5
4-6
47 *
4_8 * *
4-9
4-10 *
4-11 * *
4-12 *
4-13 * *
4-14 *
4-15 *
4-16 *
4-17 *
4-18 *
4-19 *
4-20 *
Total 1 13 9 2
% 5 65 45 10

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 4 Quinto Nivel
Significado de Medida

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbg’)l_ica Simbg’)l_ica Simbc’;li_ca Picté_rica Pi_ctérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
5_1 * *
5-2 *
5-3 *
5-4 *
5-5 *
5-6 *
5-7 *
5-8 *
5-9 *
5-10 * *
5-11 *
5-12 *
5-13 *
5-14 *
5-15 *
5-16
5-17 *
5-18 *
Total 14 5
% 78 28
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A.4.2.5 Significado de Razon y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 5 Tercer Nivel
Significado como Razén

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Cc6d. | Verbal Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictorica | Pictorica Porcentaje Veen
v Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
3-1 *
3-2 *
3-3 *
3_4 * *
3-5 *
3_6 * *
3-7 *
3_8 * *
3-9 *
3_10 * * *
3-11 * *
3-12 *
3_13 * * *
3-14 * *
3_15 * * *
3-16 * *
3_17 * * *
3-18 * *
3-19 * *
3-20 *
3_21 * * *
3-22 * *
Total | 14 22 4 1
% 64 100 18 5
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 5 Cuarto Nivel
Significado como Razon

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbc}l_ica Simbc}l_ica Simbéli_ca Picté_rica Pi_ctérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
4-1 *
4-2 *
4-3 *
4-4 * * *
4-5 * *
4-6 *
4-7 * * *
4-8 * *
4-9 * * *
4-10 * * *
4-11 *
4-12 * *
4-13 *
4-14 * *
4-15 * *
4-16 | * * *
4-17 * *
4-18 *
4_19 * * * *
4-20 * *
Total 10 19 2 3 4 1 1
% 50 95 10 15 20 5 5

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 5 Quinto Nivel
Significado como Razon

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbg’)l_ica Simbg’)l_ica Simbc’;li_ca Picté_rica Pi_ctérica Porcentaje Veen
v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
5-1
5_2 * * *
5_3 * *
5-4 *
5_5 * *
5_6 * *
5-7 *
5-8 *
5-9 *
5-10 * *
5-11 *
5-12 * *
5-13 *
5-14 *
5-15 *
5-16 * *
5-17 * *
5_18 * * *
Total 10 13 1 2 1 1 1
% 56 72 6 11 6 6 6
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A.4.2.6 Significado Operador y sus Representaciones

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 6 Tercer Nivel
Significado como Operador

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Céd. Simbdlica | Simbdlica | Simbdlica | Pictorica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNf SNd SA PC PD P DV

3-1 *

3-2

3-3

3-5

3-6

X[k k[ k| k| k| o
*
*

3-8 *
3-9 *

3-10

3-11

3-12 *
*

3-13

3-14

3-15 *

3-16

3-17

3-18 *

3-19

3-20

3-21 *

¥| k| K| k[ K| k| K| k| K| k| ¥| k| *

3-22

Total 9

IS
w
N
N
-

% 41
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 6 Cuarto Nivel
Significado como Operador

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
cod. | Verbal Simbg&lica Simbc}ljca Simbéli_ca Picthica Piptérica Porcentaje Veen
v Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
4-1 * * *
4-2 * *
4_3 * * *
4-4
4-5 *
4-6 * *
4-7 *
4_8 * *
4-9 *
4-10 *
4-11 *
4-12 * *
4-13 * *
4-14 * *
4-15 *
4-16 * *
4-17 *
4-18 * *
4-19 *
4-20 * *
Total 8 17 1 2 4 2
% 40 85 5 10 20 10

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 6 Quinto Nivel
Significado como Operador

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA

Cod. Simbolica | Simbdlica | Simbdlica | Pictorica | Pictorica Porcentaje Veen

Verbal Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta

v SNF SNd SA PC PD p DV

5-1

5-2

5-3

X[ k[ k[ *

54

5-5

5-6

*

5-7

*
*

5-8

5-9

S| k| k| k| *

5-10

5-11

5-12

5-13

5-14

$[ k| k| k| k| *

5-15

5-16

5-17 *

5-18 *

Total 6 13 1 1 1 2

% 33 72 6 6 6 11
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A.4.3 Tipos de Representaciones en la Resolucién de la Prueba

Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 1
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Continua

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen
Afio c!e Verbal Simbg')l_ica Simbg’;l_ica Simbéli_ca Pictc’)_rica Pigtérica Porcentaje
Estudio v Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
Tercero| 77 91 68 9
Cuarto 50 100 90
Quinto | 44 100 50
Total 57 97 69 3
Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 2
Significado Parte-Todo de la Cantidad de Magnitud Discreta
TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen
Afio d_e Verbal Simb@l_ica Simbg’)l_ica Simb()li_ca Pict()_rica Pigtérica Porcentaje
Estudio v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
Tercero| 45 100 5 9 5
Cuarto 30 95 10 35
Quinto 11 100 6 17
Total 29 98 2 8 19
Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 3
Significado Cociente
TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen
Afio Qe Verbal Simbg')l_ica Simbg’;l_ica Simbéli_ca Pictc’)_rica Pig:térica Porcentaje
Estudio v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
Tercero| 27 91 59 41 18
Cuarto 35 100 35 5 55 35
Quinto | 28 83 33 11 17
Total 30 91 42 2 36 23
Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 4
Significado de Medida
TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen
Afio c!e Verbal Simbg')l_ica Simbg’;l_ica Simbéli_ca Pictc’)_rica Pigtérica Porcentaje
Estudio v Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV
SNf SNd SA PC PD P
Tercero 9 82 45 5
Cuarto 5 65 45 10
Quinto 78 28
Total 5 75 39 5
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Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 5
Significado como Razdn

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen

Aﬁode Verbal Simbg’)l_ica Simb(,ﬁl_ica Simbéli_ca Pict()_rica Pif:térica Porcentaje
Estudio v Numérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV

SNf SNd SA PC PD P
Tercero| 64 100 18 5
Cuarto 50 95 10 15 20 5 5
Quinto | 56 72 6 11 6 6 6
Total 57 89 8 15 10 4 4
Tipos de Representaciones en las Respuestas a la Pregunta N° 6
Significado como Operador

TIPO DE REPRESENTACION UTILIZADA
Veen

Aﬁod_e Verbal Simbg’)l_ica Simbg’)l_ica Simbéli_ca Pictc’)_rica Pig:térica Porcentaje
Estudio v Numeérica | Numérica | Algebraica | Continua | Discreta DV

SNf SNd SA PC PD P
Tercero| 41 91 14 9 9 5
Cuarto 40 85 5 10 20 10
Quinto 33 72 6 6 6 11
Total 38 83 8 8 12 9
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